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Introduzione
Il lavoro raccolto in questa tesi di dottorato si inserisce nella campagna di test
a terra per la realizzazione dell’esperimento LISA (Laser Interferometric Space
Antenna). Si tratta di una missione ESA-NASA per la rivelazione delle onde
gravitazionali. L’ok definitivo all’esperimento verra` dato dopo aver vagliato
l’esito della missione preliminare LISA Pathfinder, che volera` nel 2009 e col-
laudera` buona parte della tecnologia necessaria per LISA.
La banda di osservazione di LISA andra` da 0.1mHz a 0.1Hz, assicurando una
finestra su molte sorgenti di onde gravitazionali, come i sistemi binari della
nostra galassia (WD-WD, NS-WD, etc.) e i sistemi extra-galattici che coin-
volgono buchi neri massivi (coalescenza di buchi neri, moti di rivoluzione di
oggetti compatti attorno a buchi neri, etc.).
L’interferometro LISA misurera` la distanza relativa tra 3 coppie di masse di
test in caduta libera poste ai vertici di un triangolo equilatero di lato 5 ·106km:
le onde gravitazionali si presenteranno come modulazioni delle variazioni di dis-
tanza tra queste masse di test. Occorrera` pertanto proteggere queste masse di
prova dai disturbi ambientali (vento solare, polvere interstellare, etc.) in modo
che le variazioni di distanza siano riconducibili solamente alle onde gravitazion-
ali. Per questo motivo e, ovviamente, per trasportare la strumentazione nec-
essaria alla misura, le masse di test saranno contenute all’interno di satelliti.
Molte sono le sfide scientifiche e tecnologiche da affrontare per la realizzazione
di LISA. Sicuramente tra le piu` impegnative vi e` senz’altro la realizzazione di
un sistema drag-free: di un sistema cioe` che permetta ai satelliti di assorbire
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tutte le interferenze che incontreranno durante il loro moto, proteggendo cos`ı le
masse di test e rimanendo comunque centrati attorno ad esse. In particolare,
la novita` principale di LISA sta nel fatto che per la prima volta verra` im-
plementato un sistema drag-free con un rumore in accelerazione residuo delle
masse di test lungo la direzione del fascio laser inferiore a 3 · 10−15ms−2/Hz1/2
nella banda che va da 0.1mHz a 0.1Hz.
Cuore del sistema drag-free sara` un sensore di posizione capacitivo, GRS (Grav-
itational Reference Sensor), solidale al satellite. La massa di test, senza alcun
contatto meccanico, sara` contenuta al suo interno: il sensore provvedendo a
misurare continuamente la distanza relativa satellite-massa di test, fornira` i
necessari segnali ai micropropulsori del satellite per mantenerlo sempre in po-
sizione rispetto alla massa di test.
E` in atto una campagna di test a terra per caratterizzare tale sensore. La
difficolta` maggiore dell’attivita` sperimentale a terra e` di riprodurre le con-
dizioni di volo della massa di test: cioe` di avere una massa di test disaccoppi-
ata dall’ambiente entro i livelli di accelerazione residua richiesti da LISA. Al
momento l’attivita` sperimentale si e` concentrata sullo sviluppo di una sospen-
sione che impiega un pendolo di torsione. Sospendendo infatti una copia della
massa di test ad un pendolo di torsione, il grado rotazionale della massa di
test attorno alla fibra risulta essere estremamente morbido, con g bilanciata
completamente dalla tensione del filo. In particolare il pendolo di torsione
ad un grado di liberta` realizzato presso l’Universita` di Trento ha dato ottimi
risultati: ha permesso di valutare e perfezionare il modello del sensore e ha
permesso di investigare varie fonti di rumore. Il grosso limite di questo appa-
rato sperimentale e` rappresentato dall’avere un solo grado di liberta` morbido,
cioe` debolmente accoppiato con la gravita`, che impedisce di verificare gli ac-
coppiamenti tra piu` gradi di liberta`.
Per superare questo limite si e` deciso di realizzare una sospensione a 2 gradi
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di liberta` morbidi. Dopo accurate riflessioni e visti i brillanti risultati ottenuti
con una singola fibra di torsione, la scelta e` ricaduta su un di un doppio pendo-
lo di torsione: ad una fibra di torsione e` sospesa una crociera, ad un estremo
della crociera e` agganciata una seconda fibra di torsione a cui e` sospesa la
massa di test. In questo modo la massa di test ha 2 gradi di liberta` morbidi:
la rotazione attorno alla fibra laterale e la traslazione ortogonale al braccio
della crociera grazie alla rotazione intorno alla fibra centrale.
In questo lavoro di tesi mi sono occupato di questo doppio pendolo, dalla scelta
della sospensione piu` idonea al disaccoppiamento di piu` gradi di liberta` fino
al progetto, costruzione e allestimento del doppio pendolo roto-traslazionale
finale.
Dopo aver introdotto nel Cap. (1) i concetti fondamentali della teoria delle
onde gravitazionali ed aver fatto una breve rassegna delle sorgenti attese a
seconda del tipo di rivelatore, sono passato a parlare, nel Cap. (2), dell’esperi-
mento LISA descrivendo gli aspetti che piu` si ricollegano all’attivita` sperimen-
tale condotta presso i laboratori della sezione INFN di Firenze. Nel Cap. (3)
ho invece riportato un breve riassunto dell’attivita` sperimentale svolta negli
ultimi anni su un pendolo di torsione ad un grado di liberta`: tutta l’espe-
rienza accumulata in questa circostanza e` stata fondamentale per l’attivita`
intrapresa nel nostro laboratorio. Sono poi passato a descrivere nel Cap. (4)
la progettazione del pendolo roto-traslazionale. Vista la delicatezza dell’esper-
imento e i lunghi tempi di realizzazione delle varie componenti, ho sviluppato
nel frattempo un piccolo modello su banco della sospensione. Questo lavoro,
descritto nei Cap. (5) e (6) e` stato estremamente util e perche´ mi ha permesso
di verificare molti degli accorgimenti della sospensione finale, nonche´ di pren-
dere familiarita` con varie tecniche sperimentali e di acquisizione. Infine nel
Cap. (7) e` riportato il punto della situazione del pendolo roto-traslazionale:
tutte le componenti meccaniche sono state realizzate e montate, il sistema da
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vuoto e` stato testato come anche il sistema lettura ottico. Inoltre ho cercato di
descrivere come sara` l’apparato sperimentale finale, anticipando quanto deve
essere ancora implementato.
4
Capitolo 1
Le onde gravitazionali
Le onde gravitazionali (GW) sono state predette da Einstein nel 1916 [1], come
conseguenza della teoria della Relativita` generale: le onde gravitazionali si pre-
sentano come una pertu rbazione della curvatura dello spazio-tempo. A causa
pero` della debole costante di accoppiamento dell’interazione gravitazionale non
e` stato ancora possibile osservarle direttamente. Ad oggi, le uniche evidenze
sperimentali delle onde gravitazionali consistono in osservazioni indirette su al-
cuni sistemi binari della nostra galassia. In particolare la prima e piu` famosa di
queste osservazioni e` quella condotta a partire dal 1974 da R.Hulse e J.Taylor
sulla pulsar binaria PSR 1913+16 [2]: l’ottimo accordo tra la misura del tempo
di decadimento del periodo orbitale di questo sistema binario e le previsioni
della teoria della gravitazione di Einstein hanno valso ai due scienziati il pre-
mio Nobel nel 1993. In piu` di 20 anni di presa dati e` stato possibile effettuare
test molto accurati sulla teoria della Relativita` generale [3], [4].
La rivelazione e misura diretta delle onde gravitazionali rappresenta percio`
tutt’ora una delle piu` grandi sfide della fisica moderna. Quando infatti sara`
possibile una rivelazione sistematica delle onde gravitazionali si aprira` una
nuova finestra sull’universo [5] e quindi una nuova branca dell’astronomia.
Grazie alla loro particolarita` di accoppiarsi debolmente con la materia esse si
presentano infatti come lo strumento ideale per osservare il centro della galas-
sia, i buchi neri e i primi istanti dell’Universo (il disaccoppiamento dei gravitoni
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e` avvenuto su tempi scala di 10−20 ÷ 10−26s [6]).
1.1 Teoria delle onde gravitazionali
La derivazione delle onde gravitazionali (si rimanda a [7] e [8] per tutti i det-
tagli) si ottiene direttamente dall’equazione di campo di Einstein che lega la
curvatura dello spazio-tempo al tensore energia-impulso:
Gµν =
8piG
c4
Tµν , (1.1)
dove Gµν = Rµν − 12gµνR e` il tensore di Einstein con Rµν , R tensore e scalare
di Ricci e gµν tensore metrico, G e` la costante gravitazionale, c e` la velocita`
della luce e Tµν e` il tensore energia-impulso.
Osservando le 10 equazioni linearmente indipendenti di Eq. (1.1) (visto che si
tratta di tensori 4 × 4 simmetrici) non e` facile vedere che ammettono anche
soluzioni di tipo onda, che soddisfono cioe` l’equazione di D’Alembert. Cio`
diventa evidente assumendo uno spazio-tempo vuoto:
Tµν = 0, (1.2)
e quasi piatto:
gµν = ηµν + hµν , |hµν |  1, (1.3)
dove ηµν = diag[−1, 1, 1, 1] e` il tensore metrico di Minkowsy e hµν una sua
piccola perturbazione. Con queste approssimazioni di campo debole si puo`
linearizzare il tensore di Einstein in termini di hµν :
Hµανβ,αβ =
16piG
c4
T µν , (1.4)
con:
Hµανβ = −h¯µνηαβ − h¯αβηµν + h¯ανηµβ + h¯µβηαν , (1.5)
dove abbiamo introdotto l’operatore barra h¯µν ≡ hµν− 12ηµνh, con h traccia del
tensore hµν . Il tensore H
µανβ gode di proprieta` analoghe a quelle del tensore
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del campo elettromagnetico Fµν ≡ Aν,µ−Aµ,ν , in particolare quindi e` possibile
aggiungere un gradiente di un campo vettoriale alla perturbazione del tensore
metrico (hµν −→ hµν + ξµ,ν + ξν,µ) lasciando invariata l’equazione di campo di
Einstein. Quindi in analogia al caso elettromgnetico e` possibile mettersi nella
gauge di Lorentz:
h¯µα,α = 0, (1.6)
cioe` scegliere un gradiente di un campo vettoriale che renda nulla la divergenza
di h¯µν . Cos`ı facendo nell’approssimazione di spazio vuoto (Tµν = 0) l’equazione
di campo di Einstein diventa l’equazione di D’Alembert:
2h¯µν =
(
∇2 − 1
c2
∂2
∂t2
)
h¯µν = 0. (1.7)
Le onde gravitazionali percio` sono le soluzioni dell’Eq. (1.7): si propagano
alla velocita` della luce perturbando la metrica dello spazio-tempo piatto. Os-
serviamo che le condizioni espresse in Eq. (1.2), (1.3) sono, almeno nel nostro
sistema solare, facilmente riproducibili, infatti la deviazione dallo spazio-tempo
piatto sulla superfice del Sole puo` essere valutata:
|hµν | ∼ |h00| ' GM
c2R
∼ 10−6, (1.8)
dove ovviamente G rappresenta la costante di gravitazione universale e c la
velocita` della luce.
1.1.1 TT gauge
La piu` semplice soluzione dell’equazione di Einstein linearizzata e` un’onda
piana monocromatica:
h¯µν = <{Aµν exp(ikαxα)} , (1.9)
dove il vettore d’onda kα e l’ampiezza Aµν soddisfano le solite relazioni:
kαk
α = 0,
Aµαk
α = 0. (1.10)
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La condizione Aµαk
α = 0 fissa 4 delle 10 componenti indipendenti del tensore
simmetrico Aµν . Inoltre la scelta di una particolare gauge, come ad esempio
la gauge di Lorentz precedentemente illustrata, non fissa completamente il
tensore hµν . Infatti la richiesta della gauge di Lorentz obbliga solo il campo ξµ
a soddisfare la condizione:
ξ αµ,α = 0, (1.11)
che ha come soluzione:
ξµ = −iCµ exp ikαxα, (1.12)
con Cµ, 4 costanti arbitrarie che una volta fissate bloccano altre 4 componenti
del tensore Aµν . Vista la liberta` di gauge, risulta spesso conveniente imporre:
Aµνu
ν = 0, (1.13)
dove uν e` una quadrivelocita`. In realta` questa condizione comporta solo tre
restrizioni all’ampiezza Aµν poiche´ la relazione k
µAµνu
ν = 0 e` gia` soddisfatta
con la relazione di ortogonalita` tra il tensore Aµν e il vettore d’onda. Pertanto
e` possibile introdurre un’ulteriore condizione:
Aµµ = 0. (1.14)
Ricapitolando nell’approssimazione lineare dell’equazione di Einstein sono pos-
sibili le seguenti scelte per il tensore hµν :
Aµνk
ν = 0 ⇐⇒ hij,j = 0,
Aµνu
ν = 0 ⇐⇒ hµ0 = 0,
Aµµ = 0 ⇐⇒ h = hj j = 0. (1.15)
Con le condizioni di Eq. (1.15) si definisce la cosiddetta gauge trasversa a trac-
cia nulla, trasversa perche´ e` puramente spaziale (hµ0 = 0) o pensando all’onda
perche´ ortogonale alla sua direzione di propagazione (hij,j = hijkj = 0), a
traccia nulla perche´ hkk = 0. Nella gauge trasversa a traccia nulla h¯
TT
µν = h
TT
µν .
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Osserviamo che come nel caso elettromagnetico, anche qui un’onda generica
puo` essere considerata come una sovrapposizione di onde piane e poiche´ le
condizioni di gauge di Eq. (1.15) sono lineari in hµν anche l’onda generica le
soddisfera`. Il vantaggio principale nello studiare le onde gravitazionali nella
TT gauge consiste nel fatto che le uniche componenti non nulle del tensore di
Riemann sono:
Rj0k0 = R0j0k = −Rj00k = −R0jk0, (1.16)
per cui ad un’onda gravitazionale periodica del tipo hTTjk ∝ exp(iωt) si puo`
associare direttamente una oscillazione locale dello spazio tempo poiche´ vale
la relazione:
Rj0k0 = −1
2
hTTjk,00. (1.17)
Infatti, in riferimento alla Fig. (1.1), scegliendo un sistema di coordinate in-
torno al punto A, partendo direttamente dalla definizione dell’elemento di linea
di mondo:
ds2 = −dτ 2 + δbibjdxbidxbj +O(|xbj|2)dxbαdx
bβ, (1.18)
applicando l’equazione della deviazione geodesica (∇V∇V ξα = RαβµνV βV µξν)
si trova subito:(
x
bj
B − x
bj
A
)
(t) =
(
x
bk
B − xbkA
)
(0)
[
δbjbk +
1
2
hTTbjbk (t)
]
, (1.19)
da cui si vede chiaramente come la distanza tra i due punti A, B oscilla con
ampiezza proporzionale a hTTbjbk . Pertanto, riassumendo, la TT gauge rappre-
senta il sistema di riferimento le cui coordinate sono fissate dal movimento
geodetico delle particelle e dove quindi il tensore metrico oscilla a causa delle
onde gravitazionali. Questa osservazione e` fondamentale per capire il princi-
pio di funzionamento delle antenne interferometriche per la rivelazione di onde
gravitazionali che misurano appunto la distanza tra oggetti in caduta libera.
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Figura 1.1: Schematica rappresentazione della variazione della distanza tra
due particelle A, B in caduta libera, al passaggio di un’onda gravitazionale che
si propaga lungo ~k [9].
Accenniamo brevemente al fatto che la TT gauge non e` l’unica scelta possi-
bile per lo studio delle onde gravitazionali, in particolare un altro sistema di
riferimento che risulta utile e` il cosiddetto Proper Reference Frame in cui le
coordinate sono fissate rispetto a regoli perfettamente rigidi e in cui le onde
gravitazionali si manifestano come forze di marea per le masse di prova: in
questo sistema si descrive il comportamento delle barre risonanti per la rive-
lazione delle onde gravitazionali.
Per il fatto che le onde gravitazionali sono trasversali, le deformazioni del-
lo spazio tempo avvengono solo nel piano ortogonale alla loro direzione di
10
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propagazione. Considerando un’onda piana che si propaga nella direzione degli
z positivi, i due modi indipendenti di polarizzazione sono:
hTTxx = −hTTyy = Re{A+ exp[−iω(t− z)]},
hTTxy = h
TT
yx = Re{A× exp[−iω(t− z)]}. (1.20)
Figura 1.2: Illustrazione schematica della deformazione che subisce un anello
di particelle in caduta libera al passaggio di un’onda gravitazionale nelle due
polarizzazioni: “+” (plus) e “×” (cross), con particolare attenzione agli effetti
su un interferometro di Michelson [10].
In Fig. (1.2) sono evidenziati gli effetti che subisce un anello di particelle
in caduta libera investito da un’onda gravitazionale nelle polarizzazioni “+”
(plus) e “×” (cross) indipendenti che si propaga nella direzione ortogonale al
piano che contiene le particelle.
1.1.2 Formalismo multipolare
Abbiamo visto come a partire dalle condizioni di Eq. (1.2), (1.3) si derivano le
soluzioni d’onda per l’Eq. (1.1) di Einstein. Adesso si vuole illustrare breve-
mente come vengono emesse tali onde da un sistema che evolve nel tempo.
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Come le onde elettromagnetiche sono emesse da particelle cariche accelerate,
cos`ı l’emissione delle onde gravitazionali e` associata a masse accelerate: a
causa delle leggi di conservazione della quantita` di moto e del momento ango-
lare, l’emissione e` associata alla variazione del momento di quadrupolo di una
distribuzione di massa. Linearizzando Eq. (1.1) nell’ipotesi che la lunghezza
d’onda della radiazione emessa sia molto maggiore della dimensione lineare
della regione di spazio in cui Tµν 6= 0, si trova che l’ampiezza dell’onda puo`
essere rappresentata [11]:{
h¯TTµ0 = 0, µ = 0, 3,
h¯TTik
(
t− r
c
)
= 2G
rc4
[
d2
dt2
QTTik
(
t− r
c
)]
,
(1.21)
dove QTTik non e` altro che la parte trasversa a traccia nulla del momento di
quadrupolo della distribuzione di massa (qik), definito come:
qik(t) =
1
c2
∫
V
T 00(t, xj)xixkdx3. (1.22)
Dall’Eq. (1.21) si ricava che la potenza emessa da una sorgente vale [10]:
L = 1
5
G
c5
<
...
Qij
...
Qij >, (1.23)
dove con <> si indica la media sull’intervallo di tempo in cui l’onda gravi-
tazionale viene generata.
1.2 Onde gravitazionali: sorgenti e rivelatori
Per capire le difficolta` della rivelazione delle onde gravitazionali basta osservare
che il coefficiente dell’Eq. (1.23) vale:
G
c5
∼ 3 · 10−53 s
3
kgm2
. (1.24)
Con cio` si capisce che solo sorgenti “massive” da un lato, e “non troppo distan-
ti” dall’altro, potranno essere buone candidate per l’emissione di onde grav-
itazionali misurabili. Il problema di quali e quante sorgenti astrofisiche sono
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accessibili con i rivelatori di onde gravitazionali attualmente funzionanti o in
fase di realizzazione ha stimolato un intenso lavoro teorico di modellazione
delle forme d’onda e dell’intensita` dei segnali aspettati.
1.2.1 Funzione di trasferimento di un interferometro
Prima di proseguire nella descrizione delle possibili sorgenti astrofisiche di onde
gravitazionali, ricordiamo che con un interferometro per la rivelazione di onde
gravitazionali si e` in grado di misurare la quantita` [13]:
δφ(t) =
4piL
λ
h(t)eipifgwτ0
sin(pifgwτ0)
pifgwτ0
, (1.25)
che rappresenta la variazione nel tempo della differenza di fase tra la luce
proveniente dai due bracci dell’interferometro. L e` la lunghezza dei due brac-
ci, λ e` la lunghezza d’onda del laser utilizzato, τ0 = 2L/c e` il tempo di andata
e ritorno classico della luce in un braccio e h(t) = h0 exp(i2pifgwt) e` l’onda
gravitazionale di frequenza fgw. In Fig. (1.3) e` riportata la funzione di trasfer-
imento di un interferometro in funzione di fgw per varie lunghezze dei bracci.
Si puo` osservare come l’interferometro si comporti sostanzialmente come un
filtro passa-basso con una frequenza di taglio dell’ordine di c/2L: la frequen-
za di taglio si ha quando il periodo dell’onda gravitazionale inizia ad essere
confrontabile col tempo di andata e ritorno della luce. A basse frequenze
fgwτ0 << 1, la risposta dell’interferometro e` invece piatta:
δφ(t)
h(t)
=
4piL
λ
. (1.26)
Eq. (1.26) mostra chiaramente che la sensibilita` di un interferometro cresce
all’aumentare della lunghezza dei bracci.
1.2.2 Antenne gravitazionali
Tenendo conto della funzione di trasferimento di un interferometro mostrata
in Fig. (1.3), visto che sulla Terra il rumore sismico limita alle basse frequenze
13
1.2. Onde gravitazionali: sorgenti e rivelatori
Figura 1.3: Funzione di trasferimento di un interferometro per la rivelazione
di onde gravitazionali: la sensibilita` cresce all’aumentare della lunghezza dei
bracci a discapito pero` della larghezza di banda. Si osservi in particolare la
risposta di un interferometro di Michelson con bracci da 1.5 · 106km: si ha un
elevato guadagno in sensibilita` alle frequenze inferiori a 10−1Hz [10].
(sotto qualche di Hz) e che realizzare interferometri con bracci piu` lunghi di
qualche km rappresenta una sfida ingegneristica ed economica piuttosto ar-
dua, gli interferometri attualmente funzionanti sulla Terra [14],[15],[16],[17],
hanno una banda che va appunto da qualche decina di Hz a qualche kHz.
In Fig. (1.4) sono riportate alcune curve sperimentali fin’ora ottenute con i
tre interferometri americani della collaborazione LIGO e con l’interferometro
italo-francese VIRGO. Sono riportate inoltre anche le curve di sensibilita` di
progetto dei due esperimenti: il comportamento a centro banda, dove la sen-
sibilita` e` limitata dal rumore termico degli specchi e delle fibre di sospensione,
e a piu` alta frequenza, dove invece la sensibilita` e` limitata dallo shot noise
del laser, e` sostanzialmente uguale per i due esperimenti. A bassa frequenza
invece, viste le diverse soluzioni adottate per le sospensioni meccaniche degli
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Figura 1.4: Curve sperimentali delle sensibilita` dei tre interferometri LIGO e
dell’interferometro VIRGO. Sono riportate anche le curve delle sensibilita` di
progetto dei due esperimenti [18].
specchi, la sensibilita` di VIRGO dovrebbe arrivare fin sotto i 10Hz, contro il
limite di qualche decina di Hz di LIGO.
In ogni caso sulla Terra l’Hz rappresenta un limite pressoche´ invalicabile an-
che per i rivelatori di futura generazione a causa del rumore sismico e delle
variazioni del gradiente del campo gravitazionale, dovute all’attivita` umana,
ai fenomeni metereologici e ai movimenti interni della Terra stessa.
L’attenzione per le frequenze piu` basse di 1Hz nasce dal fatto che studi teori-
ci e osservazioni sperimentali assicurano l’esistenza di sorgenti di vario tipo
a frequenze dell’ordine del mHz. Per uno studio piu` sistematico delle onde
gravitazionali non si puo` pertanto prescindere dalla necessita` di riuscire ad
osservare anche a queste basse frequenze. Questo e` lo spirito del rivelatore
spaziale LISA (Laser Interferometer Space Antenna) [19]. Un interferometro
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Figura 1.5: Confronto tra gli intervalli di sensibilita` in frequenza dei rivelatori
di GW terrestri e quelli spaziali [29].
di Michelson con bracci lunghi 5 · 106km, che lavorera` nell’intervallo di fre-
quenze da 10−4Hz a 10−1Hz, Fig. (1.5).
Prima di concludere questo paragrafo e` doveroso ricordare che gli interfer-
ometri non sono gli unici tipi di antenne attualmente utilizzate per la rive-
lazione delle onde gravitazionali. La comunita` scientifica ha sviluppato nel
tempo un altro tipo di rivelatore: i rivelatori risonanti, che lavorano ad alta
frequenza (∼ kHz). Si tratta di esperimenti dalle dimensioni piu` compatte
che mirano alla rivelazione delle onde gravitazionali mediante lo studio delle
eccitazioni delle risonanze meccaniche di grosse barre [20],[21],[22],[23] o sfere
[24],[25] metalliche in condizioni criogeniche. Questi rivelatori hanno una ban-
da piuttosto stretta, una decina di Hz, centrata attorno al kHz, Fig. (1.6).
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Figura 1.6: Confronto fra le sensibilita` fino ad ora ottenute dai rivelatori
risonanti e quelli di tipo interferomatrico alle alte frequenze [26].
1.2.3 Sorgenti astrofisiche di onde gravitazionali
Lo spettro della radiazione gravitazionale, osservabile con gli strumenti in
opera o in fase di progetto, si estende dai 10−4Hz fino ai 104Hz. Si tratta
di sorgenti con caratteristiche estremamente diverse le une dalle altre: si va da
sorgenti che forniscono un segnale periodico come le stelle di neutroni o i sis-
temi binari stretti, a sorgenti di tipo impulsivo come le esplosioni di supernove
o le binarie coalescenti, a sorgenti stocastiche come il residuo delle esplosioni
di supernove o come il fondo cosmico analogo alla radiazione di fondo elet-
tromagnetica dell’Universo. In Fig. (1.5) sono riportate le principali sorgenti
aspettate con riferimento agli esperimenti che dovrebbero essere in grado di
rivelarle. Come mostrato in Fig. (1.5) gli esperimenti fino ad oggi realizza-
ti o in fase di realizzazione dovrebbero coprire quasi tutto lo spettro della
radizione gravitazionale fatto salvo per le frequenze comprese tra 10−1Hz e
qualche decina di Hz: troppo alte per LISA, e irraggiungibili da terra a causa
dei limiti imposti dall’ambiente. Esistono pero` gia` delle proposte, per co-
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prire anche questo intervallo in frequenza, di nuovi esperimenti che sfruttano
l’interferometria atomica [27], [28].
• A bassa frequenza, cioe` nella banda di sensibilita` del futuro interferometro
spaziale LISA (da 10−4Hz a 10−1Hz), le sorgenti di onde gravitazionali
possono essere classificate in:
– Sistemi galattici binari. I sistemi galattici binari sono gli oggetti
astrofisici a cui la comunita` scientifica guarda con maggior interesse
come possibili sorgenti di onde gravitazionali a bassa frequenza.
I sistemi galattici binari nella banda in questione possono essere
costituiti da coppie di stelle di neutroni (NS), da buchi neri (BH)
con masse pari a qualche massa solare, ma anche da coppie di nane
bianche (WD) vicine [29]. Queste sorgenti possono essere studiate
piuttosto facilmente assimilando i due oggetti rotanti a due punti
materiali di massa m che ruotano l’uno attorno all’altro ad una
distanza l0 con frequenza di rivoluzione f attorno al centro di massa
del sistema. Con questo modello elementare si trova che l’ampiezza
della radiazione nella direzione ortogonale al piano di rotazione a
distanza r vale:
hxx = ihxy = − G
2rc4
ml20[2(2pif)]
2Re
{
exp i2(2pif)
(r
c
− t
)}
,
(1.27)
cioe` la radiazione e` a frequenza doppia rispetto alla frequenza di ro-
tazione e presenta entrambe le polarizzazioni (in particolare e` polar-
izzata circolarmente). Osservazioni astrofisiche assicurano l’esisten-
za di vari tipi di sistemi binari nella banda di sensibilita` di LISA,
Fig. (1.7). Cio` rappresenta un grande vantaggio per LISA rispetto
ai rivelatori terrestri per i quali invece l’incertezza sull’esistenza di
sorgenti accessibili e` elevata.
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Figura 1.7: Tabella riassuntiva di alcuni sistemi binari che LISA sara` in grado
di osservare [31].
– MBH (Massive Black Holes) in galassie esterne. Questa classe
di sorgenti e` forse quella piu` interessante dal punto di vista scientifi-
co poiche` coinvogle i MBH di cui sostanzialmente sappiamo poco.
In particolare la coalescenza di un sistema MBH-MBH dovrebbe
produrre un segnale chirp, cioe` un segnale che nel tempo cresce in
ampiezza e frequenza, della durata di qualche mese, cos`ı intenso che
dovrebbe essere rivelabile indipendentemente dalla zona dell’univer-
so in cui e` originato. Questa misura confermerebbe una volta per
tutte l’esistenza di questi oggetti e permetterebbe test della Rel-
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ativita` generale in condizioni non-newtoniane [30]. LISA inoltre
dovrebbe essere in grado di rivelare la radiazione gravitazionale
proveniente da MBH, con massa compresa tra (106 ÷ 108)M, du-
rante la sua formazione ed evoluzione. Infine un ulteriore segnale
atteso, che coinvolge i MBH, dovrebbe essere collegato al moto di
rivoluzione di oggetti compatti come NS e BH, attorno ad un MBH
ed eventualmente alla loro cattura da parte del MBH.
– Onde gravitazionali primordiali. Gran parte dei modelli cos-
mologici prevedono un background stocastico di radiazione gravi-
tazionale originatosi nei primi istanti dell’universo. A differenza
del background di micronde elettromagnetico, le onde gravitazion-
ali non interagendo piu` con la materia a partire da qualche tempo
di Planck (10−45s) dopo il Big Bang dovrebbero essere sfuggite a
processi di termalizzazione e il loro spettro sarebbe quindi lo stesso
di quello al momemto della loro formazione. Acquisire informazioni
sullo spettro di questa radiazione sarebbe percio` fondamentale per
la cosmologia e la fisica delle alte energie, poiche´ fornirebbe infor-
mazioni sui primissimi istanti dell’universo (fino a t = 10−26s) [32].
Se pero`, come previsto dalla maggior parte dei modelli cosmologici,
lo spettro di questa radiazione sara` piatto in frequenza, l’ampiezza
risultera` troppo debole per essere osservata da un interferometro
spaziale come LISA.
• A piu` alta frequenza, cioe` nella banda di sensibilita` degli interferometri
terrestri (da 10Hz a 103Hz), le sorgenti di onde gravitazionali si possono
invece classificare come segue:
– Binarie Coalescenti. Tra tutte le sorgenti di onde gravitazionali
nella banda di sensibilita` degli interferometri terrestri, le coalescen-
ze di sistemi binari compatti sono sicuramente quelle a cui la co-
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munita` scientifica guarda con piu` fiducia. Ripartendo dal semplice
modellino illustrato precedentemente per i sistemi binari, e` possibile
ricavare il segnale prodotto dalla coalescenza di un sistema bina-
rio. Continuando ad assumere le stelle come ad oggetti puntiformi,
bisogna pensare che il sistema perde energia a causa dell’emissione
di onde gravitazionali. Cio` si traduce in una riduzione della dis-
tanza tra le due stelle e quindi in un aumento della frequenza di
rotazione fino a quando le due stelle si fondono (merging del sis-
tema binario). La predizione del segnale e` facile finche` e` possibile
un approccio newtoniano al problema in cui le stelle continuano ad
essere puntiformi. Quando pero` la distanza si riduce e diventa con-
frontabile con le dimensioni delle stelle, la velocita` di rotazione puo`
avvicinarsi di molto alla velocita` della luce e la modellizzazione di-
venta piu` complicata. Cio` premesso e` comunque possibile ricavarsi
il segnale caratteristico aspettato: una oscillazione che aumenta in
ampiezza e frequenza (chirp). La stima dell’ampiezza per un evento
del genere a circa 10Mpc dalla Terra con oggetti di massa dell’or-
dine della massa di Chandrasekhar e` di circa h ' 10−20. Eventi
del genere non sono purtroppo molto comuni: le valutazioni piu` re-
centi fanno supporre che il rate atteso sia di circa 10 ÷ 15 eventi
l’anno in un raggio di 100Mpc attorno alla galassia. Dall’osser-
vazione di questi segnali sara` possibile ricavare molte informazioni
sulle sorgenti. Cio` permettera` non solo la discriminazione tra la teo-
ria della Relativita` generale ed altre teorie della gravitazione [33],
ma aiutera` a fare chiarezza sull’origine dei γ-ray burst [34], nonche´
permettera` la misura della costante di Hubble in maniera indipen-
dente da qualunque metodo ottico (dalla variazione nel tempo del-
la frequenza dell’onda gravitazionale e` infatti possibile ricavare la
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massa del sistema) e potra` anche mettere degli upper limits sulla
costante cosmologica [35]. Inoltre la forma d’onda della radiazione
emessa nell’ultima parte dell’evoluzione del sistema dovrebbe essere
sensibile alla funzione di stato nucleare.
– Supernovae. Fino a qualche anno fa le supernovae (SN) erano
considerate ottime candidate come sorgenti di onde gravitazionali
in grado di essere rivelate. Oggi si e` invece piu` consapevoli delle
incertezze riguardo all’emissione di onde gravitazionali durante il
collasso di una stella. L’intensita` della radiazione dipende da quanta
parte della massa della stella viene convertita in onde gravitazionali
e da quanto la dinamica del collasso ha una simmetria non sferica.
A seconda del modello che si utilizza per descrivere il collasso della
stella le ampiezze aspettate vanno da h ∼ 10−24 a qualche unita`
in h ∼ 10−21, per eventi che avvengono in un raggio dell’ordine
di 10Mpc attorno alla nostra galassia (sono aspettati circa qualche
evento per anno di questo tipo). Per tutti i dettagli si rimanda a
[36].
– Stelle di neutroni. Le stelle di neutroni si presentano come oggetti
estremamente compatti (densita` tipica ρ ≈ 1015g/cm3, raggio carat-
teristico r ≈ 10km) che ruotano molto velocemente (periodo T, del-
l’ordine dei ms). Indicando con  l’asimmetria dell’oggetto, allora
indicando con M , R rispettivamente massa e raggio dell’oggetto, e`
facile specificare in questo caso Eq. (1.23):
L ∼ 2G
c5
M2R4
T 6
. (1.28)
Introducendo il raggio di Schwarzschild RS = 2GM/c
2 e la velocita`
caratteristica v = R/T della sorgente, l’Eq. (1.28) diventa:
L ∼ 2 c
5
G
(
RS
R
)2 (v
c
)6
, (1.29)
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che puo` essere tradotta nella seguente espressione per l’ampiezza
dell’onda:
h0 = 4.21 · 10−24
[
1ms
T
] [
1kpc
r
] [
I
1038kgm2
] [ 
10−6
]
. (1.30)
L’asimmetria delle stelle di neutroni e` stimata dell’ordine di  '
10−6. Le onde gravitazionali emesse da tali sorgenti sono onde
periodiche [37] con frequenze:{
f1 = 2frot,
f2 = frot + fprec,
(1.31)
dove frot e` la frequenza di rotazione della stella, mentre fprec e` la
frequenza di precessione. L’intensita` della radiazione attesa per
questo tipo di sorgenti e` piu` bassa rispetto alla radiazione emes-
sa dalle precedenti sorgenti, ma la periodicita` del segnale dovrebbe
permettere una lunga integrazione del segnale, dell’ordine dei mesi,
e quindi un rapporto segnale-rumore sufficiente nell’ipotesi di cor-
regere per l’effetto Doppler dovuto al moto della Terra attorno al
Sole.
– Onde gravitazionali primordiali. La capacita` di rivelare questo
tipo di radiazione nel range di frequenze dei riveltori terrestri e`
affidata alla speranza che il limite proveniente dalle osservazioni
COBE [38] non sia valido nella banda di sensibilita` delle antenne
come VIRGO/LIGO. In questa direzione, recenti lavori [39],[40],[41]
predicono spettri piu` complessi a bassa frequenza e piatti sopra
una frequenza di soglia, che dipende dalla fisica che ha generato la
radiazione, con intensita` sufficiente per la rivelazione.
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Capitolo 2
L’esperimento LISA
La prima idea di un interferometro spaziale per la rivelazione delle onde gravi-
tazionali risale al 1974, quando R.Weiss sottopose alla NASA il progetto GWI
(Gravity Wave Interferometer). Si trattava di un rivelatore monolitico con
bracci di 1Km in orbita geocentrica [42]. Successivamente, nel 1981, il proget-
to LAGOS (Laser Antenna for Gravitational-Radiation Observation in Space
[43] aveva gia` molte delle caratteristiche dell’esperimento LISA: proponeva tre
satelliti (uno principale e due ausiliari) posti ad un milione di km l’uno dal-
l’altro a formare un angolo di 120◦ in orbita eliocentrica.
Sulla scia di questi progetti, l’ESA (European Space Agency) e la NASA (Na-
tional Aeronautics and Space Administration) stanno finanziando l’esperimen-
to LISA [19],[29] che si propone di realizzare nello spazio un interferometro di
Michelson entro il 2015.
2.1 LISA
Sebbene un interferometro spaziale per la rivelazione delle onde gravitazion-
ali sia concettualmente piuttosto semplice, dal punto di vista realizzativo e`
necessario un complicato sistema di tecnologia ottica, ingegneria spaziale e di
controllo. Tralasciando tutti i dettagli sulla sfida tecnologica che rappresen-
ta un interferometro con bracci da 5 · 106km oltre a tutte le problematiche di
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tipo ingegneristico necessarie per il corretto posizionamento dei satelliti nonche`
delle masse di test al suo interno, ci occuperemo invece piu` da vicino degli as-
petti riguardanti il controllo.
Le masse di test con cui si vuol sondare il campo gravitazionale devono essere
in caduta libera. In questo modo per quanto detto nel Par. (1.1.1) le onde
gravitazionali si mostreranno come semplici oscillazioni della metrica dello
spazio-tempo e quindi potranno essere rivelate andando a misurare le oscil-
lazioni delle distanze relative tra le masse di test.
Disturbi esterni, come il vento solare e la polvere interplanetaria, tendono a
deviare le masse di test dalla loro moto in caduta libera. Affinche´ quindi la
loro l’accelerazione residua sia sotto controllo, le masse di test non potranno
essere lasciate semplicemente libere nello spazio, ma dovranno essere scher-
mate all’interno di satelliti.
La presenza dei satelliti intorno alle masse di prova comporta due problemi
principali: anzitutto introduce un accoppiamento tra le masse stesse e il satel-
lite, anche in assenza di un contatto meccanico diretto. Gran parte dell’attivita`
sperimentale e` quindi concentrata nel cercare di minimizzare questo accoppi-
amento residuo in modo che almeno lungo l’asse di misura (quello del fascio
laser) le accelerazioni residue a cui sono soggette le masse di test siano inferiori
a quelle prodotte dal passaggio delle onde gravitazionali. In secondo luogo, la
massa di test in caduta libera all’interno del satellite in assenza di un adeguato
sistema di controllo finirebbe per colpire una delle pareti del satellite. Ovvia-
mente non e` possibile pensare ad attuare direttamente la massa di test, lungo
l’asse del fascio, perche´ questo modificherebbe il suo moto in caduta libera.
E` previsto invece, solidale con il satellite, un sistema di misura e controllo
per monitorare continuamente la posizione relativa massa di test-satellite in
modo da azionare dei micropropulsori sul satellite che lo mantengano sempre
centrato attorno alla massa di test (drag-free control loop [44]).
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2.1.1 Configurazione di volo
Per realizzare un interferometro di Michelson sono necessari tre satelliti: uno
nel vertice dell’interferometro che contiene sorgente laser, beam splitter e riv-
elatore, e due agli estremi dei bracci che contengono gli specchi. In realta` la
Figura 2.1: Schema dell’interferometro LISA: tre satelliti identici sono posti
ai vertici di un triangolo equilatero con lato di 5 · 106km, all’interno di cias-
cun satellite ci sono due masse di test (l’equivalente degli specchi negli inter-
ferometri terrestri). Vista l’enorme lunghezza dei bracci dell’interferometro, i
fasci laser ( Nd:YAG, 1W , λ = 1064nm) vengono rigenerati ad ogni riflessione
[29].
configurazione scelta per LISA e` un po’ diversa: si tratta di una costellazione
di tre satelliti identici posti ai vertici di un triangolo equilatero di lato pari a
5 · 106km, Fig. (2.1). Ogni satellite contiene due masse di test in caduta libera
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a cui fanno capo due telescopi e due laser, uno per ogni telescopio, ciascuno
orientato verso uno degli altri due satelliti. Non potendo sfruttare la semplice
riflessione dei fasci laser come in un tradizionale interferometro di Michelson,
non essendo sufficiente la potenza riflessa, il segnale viene rigenerato ad ogni
riflessione. In due satelliti verranno agganciati in fase i laser dei due bracci
corrispondenti, realizzando cos`ı due interferometri di Michelson con un brac-
cio in comune, Fig. (2.2). Sara` anche possibile combinare i segnali in modo
(a) (b)
Figura 2.2: Schemi del payload, cioe` dell’insieme dei componenti all’interno
dello schermo termico a forma di Y. (a) Visione tridimensionale in cui e` stato
rimosso lo schermo termico per consentire la vista dei costituenti interni. (b)
Vista superiore (in alto) e sezione lungo la direzione di uno dei due laser
(in basso). Per ciascun ramo del payload si puo` osservare la massa di test
(90%Au, 10%Pt, l = 46mm, m ∼ 1.3kg), e il banco ottico su cui e` montato
il sensore inerziale e tutte le componenti ottiche [29].
da ottenere un interferometro di Sagnac che, insensibile alla radiazione grav-
itazionale, fornira` informazioni sul rumore. Il rumore in frequenza del laser
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rappresenta per LISA un problema in piu` rispetto al caso degli interferometri
terrestri. Per quest’ultimi infatti i segnali che vengono ricombinati percorrono
sempre le stesse distanze (la lunghezza dei due bracci dell’interferometro e`
costante e pressoche´ uguale). In LISA, invece, la ricombinazione viene fatta
per segnali che percorrono distanze sempre diverse (la lunghezza dei bracci di
LISA oscilla con un’ampiezza di circa 105km in un anno). La cancellazione
del rumore in frequenza in questo caso puo` pero` essere effettuata off-line se si
conosce la lunghezza dei bracci con una precisione di ±20m [29].
2.1.2 Orbita
Come mostrato in Fig. (2.3), ciasun satellite di LISA compie un moto di riv-
oluzione attorno al Sole in modo tale che sia sempre conservata la configu-
razione a triangolo equilatero, contenuta in un piano inclinato di 60◦ rispetto
all’eclittica. Il centro del triangolo, posizionato sull’eclittica, segue un’orbita
di tipo terrestre (R = 1AU), 20◦ dietro la Terra. Questo moto di rivoluzione
attorno al Sole conferisce allo strumento la capacita` di risolvere angolarmente
la posizione delle sorgenti (∆θ ∼ 1′ ÷ 1◦) e di conoscere la distanza delle sor-
genti grazie alla variazione delle ampiezze dei segnali.
L’orbita eliocentrica per LISA e` stata scelta pur presentando degli svantag-
gi rispetto ad un’orbita geocentrica: maggior propulsione necessaria per po-
sizionare i satelliti dopo il lancio, maggior tempo di posizionamento dei satelliti
(in LISA occorrera` circa un anno a partire dalla data del lancio), necessita` di
un sistema di telecomunicazioni piu` complesso e con una banda piu` stretta che
comporta quindi una maggiore elaborazione dei dati a bordo dei satelliti. In
termini scientifici pero`, l’orbita eliocentrica, a parita` di accelerazione residua
delle masse in caduta libera, consente di migliorare di un fattore 5 la sensi-
bilita` dello strumento a bassa frequenza grazie alla possibilita` di realizzare un
interferometro con bracci di lunghezza pari a 5 ·106km a differenza degli inter-
ferometri con bracci da 1 · 106km previsti invece per le missioni geocentriche
29
2.1. LISA
Figura 2.3: Orbita dell’interferometro LISA: ciscun satellite segue una propria
orbita eliocentrica in modo che pero` l’intera costellazione formi sempre un tri-
angolo equilatero il cui centro e` posto a circa 20◦ (≈ 50 ·109m) dietro la Terra.
Il piano in cui e` contenuto il triangolo e` inclinato di circa 60◦ rispetto all’eclit-
tica in modo da consentire una rotazione pressoche´ uniforme alla costellazione
dei satelliti [29].
come SAGITTARIUS e OMEGA proposte nel 1993 e 1996 rispettivamente
all’ESA e alla NASA [29].
2.1.3 Curva di sensibilita`
L’ampiezza adimensionale h di un’onda gravitazionale che incide ortogonal-
mente all’antenna gravitazionale e` legata alla variazione della distanza tra le
masse di test dalla relazione:
h =
δL
L , (2.1)
dove L = 2L, con L lunghezza di un braccio dell’interferometro, mentre δL =
2(δL2−δL1), con δL1, δL2 le variazioni di lunghezza dei due bracci. Riuscendo
a misurare queste fluttuazioni con una densita` spettrale di ∼ 40pm/√Hz e
tenendo conto della distanza tra le masse di test sara` possibile raggiungere
una sensibilita` pari a S
1/2
h ≈ 4 · 10−21/
√
Hz a 3mHz, nella banda compresa
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tra 0.1mHz e 0.1Hz, che con un anno di osservazione consentira` di rivelare
segnali di ampiezza h = 10−23 con un rapporto segnale-rumore dell’ordine di
5 [45].
Figura 2.4: Curva di sensibilita` di LISA [46],[47],[48].
Alla curva di sensibilita` di LISA contribuiscono tre effetti principali:
• Shot noise. I laser associati a ciascun telescopio hanno 1W di potenza
in uscita. Sono fasci molto ben collimati, la cui divergenza e` fissata dalle
dimensioni dell’ottica finale. Tenendo conto dell’apertura dei telescopi
(D=0.3m) dopo L = 5 · 106km, la potenza raccolta e` data da [29]:
Pr =
D4
2λ2L2
P, (2.2)
cioe` vengono raccolti solo 10−10W . Una potenza cos`ı piccola in ricezione
fa si che lo shot noise diventi la princpale fonte di rumore nella regione
centrale della banda di LISA. L’errore in lunghezza dovuto allo shot noise
va come:
δL ∼ 1√
P
, (2.3)
dove P e` la potenza del laser.
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• Funzione di trasferimento dell’antenna. Ad alta frequenza bisogna invece
tener conto del taglio operato dalla funzione di trasferimento dell’antenna
per periodi dell’onde gravitazionali superiori al tempo di andata e ritorno
del laser, Fig. (1.3) di Par. (1.2.1).
• Acceleration noise. A bassa frequenza la sensibilita` di LISA e` limitata
dalle interazioni residue di tipo gravitazionale, elettrico e magnetico tra
il satellite e la massa di test, che provocano accelerazioni della massa di
test che quindi tendono a perturbare il suo moto di caduta libera. Sotto
il mHz i contributi principali al rumore in accelerazioni possono essere
cos`ı classificati:
– Variazioni del gradiente gravitazionale. Ogni massa di test all’inter-
no del satellite risente del campo gravitazionale generato dalle masse
costituenti il satellite stesso. Queste masse seppur tra loro rigida-
mente connesse, subiranno piccoli spostamenti soprattutto a causa
delle variazioni delle distribuzioni di temperatura. Sono pertanto
in atto elaborate analisi per valutare le fluttuazioni di temperatura
dovute in particolar modo alle variazioni della radiazione solare e
quindi fissare i comportamenti termici dei satelliti accettabili per
LISA [29]. Al momento questa fonte di rumore e` considerata una
tra le piu` importanti.
– Caricamento della massa di test. I raggi cosmici caricando la massa
di test introducendo cos`ı numerosi accoppiamenti di natura elettro-
statica tra la massa di test e il satellite [49], [50].
– Interazioni col gas residuo. Nonostante l’alto vuoto previsto all’in-
terno del sensore (10−8mbar), l’interazioni tra la massa di test e le
molecole del gas residuo contribuiscono in vario modo al rumore in
accelerazione. Tra le piu` importanti c’e` da tener conto del rumore
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stocastico dovuto agli urti delle particelle del gas residuo con la
massa di test, questo rumore e` proporzionale alla radice quadrata
della pressione residua. Inoltre a causa dei gradienti di temperatura
dovuti ad esempio alla radiazione solare o alla non omogenea dissi-
pazione spaziale dell’elettronica, si vengono a creare all’interno del
sensore dei gradienti di pressione che contribuiscono al rumore in
forza sulla massa di test.
Tranne che il rumore in accelerazione introdotto dai raggi cosmici, gli altri
contributi dipendono dalle variazioni di temperatura, percio` considerando una
distribuzione spettrale bianca per tali contributi, si trova che a basse frequenze
l’errore in posizione, e quindi la sensibilita` dell’interferometro, peggiora come
1/f2, vedi considerazioni Par. (2.2).
2.2 Il sistema di controllo Drag-Free
Per onde gravitazionali di grandi lunghezze d’onda e piccole ampiezze, la
distanza tra due masse di test obbedira` alla seguente equazione:
∂2∆x
∂t2
=
∆fx
m
+ L
∂2h
∂t2
, (2.4)
dove h(t) e` l’ampiezza adimensionale dell’onda gravitazionale, L e` la distan-
za imperturbata tra le due masse di test e ∆fx e` la risultante delle forze
differenziali agenti sulle masse di test di origine non gravitazionale o dovuta
a sorgenti di campo gravitazionale locale. Come mostrato in Eq. (2.4), un
qualunque disturbo in forza con PSD (Power Spectral Density) S
1/2
fx
(ω), potra`
essere scambiato per un’onda gravitazionale con PSD pari a:
S
1/2
h (ω) =
S
1/2
fx
(ω)
m
1
ω2
1
L
, (2.5)
da cui si vede che anche in presenza di un rumore in accelerazione bianco
(S
1/2
fx
(ω)/m), il fattore 1/ω2, riduce rapidamente la sensibilita` a basse frequen-
ze. Affinche´ quindi sia rispettata la sensibilita` di progetto di LISA, occorrera`
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che il rumore in accelerazione nel sistema in caduta libera sia, in termini di
PSD, inferiore a:
S
1/2
fx
m
≤ 3 · 10−15
[
1 +
(
f
3mHz
)2]
m
s2
1√
Hz
, (2.6)
nella banda:
0.1mHz ≤ f ≤ 0.1Hz, (2.7)
per ogni massa di test a bordo dei satelliti, lungo le direzioni dei fasci laser.
Solo rispettando questa condizione sara` possibile ottenere la curva di sensi-
bilita` di progetto, Fig. (2.4).
Se da un lato, per rispettare le precedenti specifiche di LISA, occorre min-
imizzare il piu` possibile gli accoppiamenti tra il satellite e le masse di test,
almeno nelle direzioni dei fasci laser, dall’altro e` necessario dotare il satellite
di un sistema di controllo per impedire che le masse di test possano andare
ad urtare le pareti del satellite stesso. Con lo scopo di conciliare queste due
esigenze si usa un sistema di controllo, denominato Drag-Free Control Loop.
Figura 2.5: Schema del Drag-Free Control Loop [51].
Come illustrato schematicamente in Fig. (2.5), l’idea di base e` che un sensore
di posizione avra` il compito di monitorare continuamente la distanza relativa
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tra satellite e massa di test fornendo a dei micropropulsori a ioni, posti sul
satellite, l’informazioni necessarie per mantenere il satellite centrato attorno
alla massa di test, senza alterarne il suo moto in caduta libera almeno lungo
la direzione del fascio laser. Nel caso di una sola massa controllata lungo un
singolo asse, l’accelerazioni della massa di test (am) e del satellite (as) rispetto
al sistema in caduta libera possono essere ricavate direttamente dalle equazioni
del moto:
am = −ω2p(xm − xs) +
fstr
m
, (2.8)
as = µω
2
p(xm − xs)−
fstr
M
+
Fext
M
+ ω2DF (xm − xs + xn), (2.9)
dove:
• µ = m/M , con M massa del satellite e m massa di test,
• Mω2DF rappresenta il fattore di trasduzione del circuito di controllo,
• ωP rappresenta la frequenza di risonanza della massa di test rispetto al
satellite,
• Fext contiene tutte le forze esterne agenti sul satellite, comprendendo an-
che il rumore dei micropropulsori ed eventuali differenze di accelerazioni
del centro di massa del satellite e della massa di test dovute al campo
gravitazionale locale,
• fstr contiene tutte le forze di deriva (indipendenti dalla posizione) che
si instaurano tra il satellite e la massa di test, come ad esempio forze
esterne (di origine non gravitazionale) non schermate, ma anche dovute
a gradienti termici e variazioni della pressione residua,
• xn rappresenta il rumore del sensore che guidando i micropropulsori
produce forze casuali.
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Passando nel dominio delle frequenze, per l’accelerazione residua della massa
di test, si trova:
am =
1
ω2DF + (1 + µ)ω
2
P − ω2
[
Fext
M
ω2P +
fstr
m
(ω2DF − ω2) + xnω2DFω2P
]
.
(2.10)
Nel caso di un controllo ad alto guadagno (|ω2DF |  ω2, |ω2P |), l’Eq. (2.10) si
puo` ridurre a:
am ' fstr
m
+ ω2P
(
xn +
Fext
Mω2DF
)
' fstr
m
+ ω2P∆x. (2.11)
Dalle analisi fin qui realizzate [29], il budget consentito in termini di acceler-
azione residua di Eq. (2.6) e` cos`ı ripartito tra le quantita` di Eq. (2.11):
fstr
m
≤ 2 · 10−15
[
1 +
(
f
3mHz
)2]
m
s2
1√
Hz
, (2.12)
ω2P∆x ≤ 1 · 10−15
[
1 +
(
f
3mHz
)2]
m
s2
1√
Hz
. (2.13)
In particolare la quantita` ∆x che rappresenta lo spostamento relativo nel caso
di alto guadagno tra il satellite e la massa di test dovra` sottostare all’ulteriore
condizione:
S
1/2
∆x ≤ 2.5 · 10−9
[
1 +
(
f
3mHz
)2]
m√
Hz
, (2.14)
che nasce dal fatto che spostamenti relativi consistenti produrrebbero una
variazione eccessiva della mutua forza gravitazionale che si scambiano satel-
lite e massa di test. Questa ulteriore condizione fissa un limite massimo per
l’accoppiamento residuo:
|ω2P | ≤ 4 · 10−7s−2, (2.15)
che equivale ad una massima stiffness residua di |kP | ≤ 8 · 10−7Nm−1 nel caso
di un massa di test di 2kg. Infine per rispettare le specifiche fin qui illustrate
occorre che la sensibilita` in spostamento del sensore sia:
xn(ω) ≈ 1nm/
√
Hz @ 1mHz. (2.16)
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In particolare osservando le Eq. (2.13),(2.14) si vede come lo sforzo principale
dovra` essere nella direzione di minimizzare quanto piu` possibile le quantita`
ω2P , xn che sono quelle che piu` dipendono dalle scelte costruttive.
2.2.1 Il sensore capacitivo
Il cuore del sistema di controllo e` rappresentato dal sensore di posizione ed
attuazione capacitivo denominato GRS (Gravitational Reference Sensor). Il
sensore si presenta come un cubo cavo al cui interno e` inserita la massa di test.
Il moto della massa di test modulera` la separazione, e quindi la capacita`, tra
la massa di test stessa e le sei coppie di elettrodi poste sulle facce interne del
cubo, Fig. (2.6). I cambiamenti differenziali di capacita` di ciascuna coppia di
elettrodi sono misurati con un ponte capacitivo-induttivo, Fig. (2.7): il moto
della massa di test modifichera` le capacita` C1, C2 causando una corrente di
sbilanciamento nel ponte che attraverso le induttanze L1, L2 sara` rilevata dal
circuito di pre-amplificazione. La densita` spettrale del rumore in posizione di
questo circuito puo` essere messa nella forma:
S1/2xn =
√
d2
ω
2kBT
CxV 2M
1
2Qbridgeω20LCx
, (2.17)
dove kB e` la costante di Boltzmann, T e` la temperatura, d e Cx = C1 = C2
sono rispettivamente la distanza e le capacita` tra massa di test ed elettrodi
quando la massa di test e` centrata all’interno del sensore, VM e` il potenziale
rms a cui e` tenuta la massa di test, Qbridge e` il fattore di qualita` del ponte
risonante, ω0 e` la frequenza di risonanza ponte, mentre L = L1 + L2 se le due
induttanze sono in serie. Combinando opportunamente i segnali provenienti
da tutti e sei i canali sara` possibile misurare le traslazioni e le rotazioni della
massa di test lungo tutte le direzioni. In Tab. (2.1) sono riportate le sensibilita`
richieste per il sensore lungo i vari gradi di liberta`.
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Figura 2.6: Fotografia del sensore di posizione in Mo-SHAPAL. Al fine di
ottimizzare le tolleranze in fase di realizzazione e montaggio, il sensore e` stato
realizzato in soli tre pezzi. Si osservi inoltre che sulle facce inferiori e superiori
le dimensioni degli elettrodi di sensing sono state ridotte per far spazio agli
elettrdi di injection che servono per tenere ad un potenziale costante la massa
di test [51].
Questo sensore di posizione capacitivo si presta anche per essere utilizzato
come attuatore sulla massa di test. In volo potrebbe infatti essere necessario
attuare la massa di test sui gradi di liberta` trasversali al fascio laser, quelli
cioe` non sensibili. Per quanto riguarda questa fase di attuazione, facendo
sempre riferimento alla Fig. (2.7), si sfrutta il fatto che a bassa frequenza
si puo` trascurare l’induttanza del ponte capacitivo-induttivo e quindi la forza
applicabile alla massa di test sara` direttamente proporzionale al quadrato della
tensione di attuazione (Vact) applicata. Con con 100V di tensione per un gap
tra massa di test e sensore di 2mm ed una distanza di 2cm tra gli elettrodi,
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x y z
1 1 1 (nm/
√
Hz)
θx θy θz
100 100 100 (nrad/
√
Hz)
Tabella 2.1: Sensibilita` richiesta per il GRS.
Figura 2.7: Schema del circuito capacitivo-induttivo di read-out (in nero) e del
circuito di attuazione (in rosso). Nello schema e` inoltre indicato il genera-
tore a 100kHz che attraverso gli elettrodi di iniezione tiene la massa di test
ad un potenziale rms di circa 0.6V , questo generatore e` ovviamente utilizza-
to anche come riferimento per demodulare il segnale in uscita dallo stadio di
pre-amplificazione [51]. Questo schema base e` stato rispettato per entrambe le
elettroniche di volo fin’ora realizzate [52], [53].
le forze e i momenti applicabili sono rispettivamente dell’ordine di ∼ 10−6N
e di ∼ 10−8Nm. Osserviamo per completezza come la scelta di un sensore
di tipo capacitivo non rappresenta l’unica possibilita`, ci sono infatti anche
ricerche molto promettenti nella direzione di un sensore ottico [54],[55] almeno
per quanto riguarda la componente di read-out, mentre un’attuazione di tipo
ottico sembra piu` problematica.
2.3 La missione LISA PF
La sensibilita` di progetto di LISA che si traduce in un limite superiore per
l’accelerazioni residue delle masse di test (S
1/2
am ≤ 3fm/s2/
√
Hz a 0.1mHz),
richiede uno sforzo tecnologico importante rispetto ai risultati conseguiti per
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quanto riguarda sia test in volo di controlli Drag-Free [56], che test a terra per
lo studio di piccole forze [57]. Con lo scopo di dimostrare il controllo Drag-Free
per LISA, nonche´ per ridurne i rischi, l’ESA ha progettato la missione spaziale
LISA PF. Si tratta di un satellite al cui interno sara` alloggiato un esperimen-
to europeo, LTP (LISA Test-Flight-Package) [58], [59], [60]. Lo scopo della
Figura 2.8: Schema di funzionamento della missione LISA Pathfinder [51].
missione LISA PF e` di dimostrare un moto di caduta libera ad un ordine di
grandezza dall’obbiettivo di LISA:
am ≤ 3 · 10−14
[
1 +
(
f
3mHz
)2]
m
s2
1√
Hz
, (2.18)
nella ristretta banda:
1mHz ≤ f ≤ 30mHz. (2.19)
L’idea dell’esperimento LTP e` di misurare con un interferometro la distanza
tra due masse di test separate da una distanza di qualche decina di cm, poste
in un unico satellite, vedi Fig. (2.8). Le due masse di test saranno circondate
dai loro rispettivi sensori di posizione che forniranno i segnali per il Drag-Free
Control Loop che attraverso una serie di micropropulsori manterranno centrato
il satellite rispetto a qualche punto di riferimento. In LISA, ogni satellite dovra`
rimanere contemporaneamente centrato attorno a due masse di test, almeno
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Figura 2.9: Disegno del modulo LTP [51].
nelle direzioni dei fasci laser. Cio` e` possibile grazie al fatto che le due direzioni
non sono allineate. Per le 2 masse di test di LTP l’asse sensibile sara` invece lo
stesso e quindi lo schema di funzionamento principale sara` quello in cui una
massa di test sara` forzata a seguire il satellite e l’altra verra` usata come sen-
sore inerziale vero e proprio. Con LTP si vorra` caratterizzare al meglio tutti
i termini che compaiono in Eq.(2.11), inoltre si vorranno misurare i parametri
fondamentali delle varie sorgenti di rumore e i loro accoppiamenti con l’accel-
erazione della massa di test in modo da studiarne completamente l’impatto
sulle richieste di LISA.
Il lavoro intrapreso con questa tesi si inserisce quindi nell’ottica di sviluppare
la tecnologia necessaria affinche´ sia possibile realizzare un sistema drag-free per
LISA. In particolare ci stiamo concentrando sulla realizzazione di un prototipo
che permetta di lavorare con una massa di test disaccoppiata dall’ambiente
esterno su almeno due DOF, in modo da poter caratterizzare il sensore ca-
pacitivo dal punto di vista degli accoppiamenti elettrostaci tra massa di test e
sensore stesso, con particolare attenzione agli effetti di cross-talk.
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Capitolo 3
Sistema ad un DoF: il pendolo
di torsione
A causa del gap tra le richieste del sistema drag-free di LISA e quello che e`
gia` stato dimostrato [56], bisogna fare una serie di misure per caratterizzare
il sensore di posizione capacitivo, che devono essere mirate non solo alla di-
mostrazione del suo funzionamento globale e della sua sensibilita`, ma anche
e soprattutto alla determinazione degli accoppiamenti residui e al rumore in
forza che introduce sulla massa di test. Implementare una facility sulla Terra
per la verifica di questo sistema di controllo e` difficile, per la necessita` di com-
pensare il campo gravitazionale terrestre. La scelta operata per il pendolo di
torsione ad un grado di liberta` e` stata quella di inserire una copia leggera della
massa di test (60g circa invece dei 2kg previsti) di LISA all’interno del sensore,
sospendendola con una fibra di torsione [62]. Il peso ridotto della massa di test
ha permesso di utilizzare fibre di torsione molto sottili (il carico di rottura di
una fibra e` proporzionale a r2, con r raggio della fibra) con una costante elas-
tica torsionale molto piccola (la stiffness di una fibra e` proporzionale a r4)
in modo da evidenziare gli ulteriori accoppiamenti elettrostatici introdotti dal
sensore sulla massa di test.
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3.1 Il modello
Come illustrato nel Par. (2.2), l’accoppiamento elettrostatico tra la massa di
test e il sensore puo` essere schematizzato raggruppando le forze in due tipi:
quelle elastiche che dipendono dallo spostamento relativo tra sensore e massa
di test, e quelle di tipo random. Nel caso di un pendolo di torsione, avendo
Figura 3.1: Vista schematica della massa di test inserita all’interno del sensore
di posizione capacitivo [62].
a disposizione un solo grado di liberta` morbido, potremo osservare solo gli
effetti dei disturbi che danno un momento di torsione lungo l’asse della fibra.
In riferimento alla Fig. (3.1) il momento totale dovuto agli accoppiamenti
elettrostatici (Nel) applicato dal sensore alla massa di test puo` essere messo
nella forma:
Nel ≈ −s
2
2
kel (θf − θsens) +Nrand ≡ −Γel (θf − θsens) +Nrand, (3.1)
dove Nrand rappresenta il contributo random, θf e` l’angolo di torsione della
fibra, θsens e` l’angolo di rotazione del sensore ed s rappresenta la distanza
media di separazione tra gli elettrodi del sensore. Con kel = −CsV 2md2 (osserviamo
che la stiffness e` negativa poiche` quando la massa di test si avvicina ad una
faccia del sensore la forza di richiamo aumenta) si indica invece la costante di
richiamo elettrostatica per traslazioni [63]: d e` la distanza tra la massa di test
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e gli elettrodi, Cs e` la capacita` tra la massa di test ed un singolo elettrodo di
sensing mentre Vm e` il potenziale elettrostatico a cui si trova la massa di test.
Nel dominio delle frequenze l’equazione del moto della massa di test attorno
all’asse della fibra diventa percio`:
−Iω2θf + Γf (1 + iδ)θf = −Γel (θf − θsens) +Nrand(ω) +Nmech(ω), (3.2)
dove Γf e` la costante di richiamo elastica della fibra, I e` il momento d’inerzia
del pendolo rispetto all’asse di rotazione individuato dalla fibra di torsione e
δ e` l’angolo di perdita del sistema che se si assume determinato dalle dissi-
pazioni interne della fibra di torsione puo` essere sostanzialmente considerato
indipendente dalla frequenza [64], [65]. In Eq. (3.2) e` stato inoltre aggiunto
Nmech(ω) per tener conto dei momenti meccanici (come ad esempio il rumore
termico o l’interazione con il campo magnetico esterno) applicati alla massa
di test. Tenendo conto inoltre del rumore in lettura sull’angolo θn,read si ricava
subito:
θ(ω) = (Nrand(ω) +Nmech(ω) + Γelθsens)F (ω) + θn,read, (3.3)
con:
F (ω) =
1
Γ(1− (ω/ω0)2 + i/Q) , (3.4)
dove Γ = Γf + Γel, ω0 =
√
Γ/I e` la frequenza di risonanza di torsione del
pendolo e Q ≈ 1/δ e` il fattore di qualita` meccanico. Assumendo un basso
rumore di read-out, la miglior sensibilita` per Nrand si avra` quando Nmech e`
rappresentato dal solo rumore termico. In termini di densita` spettrale si puo`
scrivere:
S
1/2
θ = S
1/2
Ntherm
|F (ω)| =
(
4kBT
ωQΓ
)1/2
1
((1− (ω/ω0)2)2 + 1/Q2)1/2 . (3.5)
Eq. (3.5) rappresenta quindi il limite intrinseco dello strumento. In [51] sono
riportati tutti i principali risultati sperimentali ottenuti col pendolo di torsione
ad un grado di liberta`. In particolare e` mostrato il raggiungimento del limite
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termico dello strumento con un rapporto segnale rumore proporzionale a Q1/2:
da qui la necessita` di operare con un fattore di qualita` elevato che richiede di
operare in alto vuoto e fibre poco dissipative. Un tipico spettro misurato e`
Figura 3.2: Tipico spettro angolare misurato [51].
rappresentato in Fig. (3.2), in cui e` indicato anche il limite termico del pendolo
calcolato utilizzando i parametri riportati in Tab. (3.1) per una fibra di W .
3.2 Sistema ad un DoF: apparato sperimen-
tale
Anche se l’allestimento sperimentale di questa facility (per tutti i dettagli si
veda [48], [51], [62] e tutte le referenze collegate) e` concettualmente semplice,
risulta molto interessante e soprattutto molto istruttivo, un attento esame
del pendolo di torsione ad un grado di liberta` come punto di partenza per
la progettazione, la realizzazione ed il funzionamento del doppio pendolo di
torsione a due gradi di liberta` di cui ci siamo occupati.
3.2.1 Il pendolo
Il sistema ad un grado di liberta` e` costituito da tre parti principali:
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• massa di test cava in Ti, ricoperta in Au, di lato 40mm, spessore 2mm
per un peso di circa 80g. Le facce del cubo sono tra loro parallele entro
quanche decina di µm,
Figura 3.3: Rappresentazione schematica del pendolo di torsione [51]. Si os-
servi come la massa di test sia isolata elettricamente dal resto del pendolo
mediante l’inserimento di un distanziatore ceramico
• asta in Al anch’essa ricoperta in Au, a cui e` fissata la massa di test.
Asta e massa di test non sono direttamente in contatto elettrico, tra le
due e` inserito un distanziatore ceramico per tenere disaccoppiata dalla
massa elettrica la massa di test, l’asta risulta invece collegata a massa
direttamente tramite la fibra di torsione. Sull’asta e` inoltre posto un
specchio per la lettura ottica dell’angolo di deflessione della fibra ed una
piccola crocera su cui delle viti micrometriche permettono di spostare il
centro di massa di tutta la massa sospesa per una fine equilibratura,
• fibra di torsione in W che rappresenta un buon compromesso tra piccolo
modulo di elasticita` (Y = 3.5 · 1011Pa), alto fattore di qualita` meccanico
e alto carico di rottura (F = 7.5 · 108Pa). La fibra e` incollata all’asta
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tramite un ingegnoso sistema di capillari che permette un ottimo cen-
traggio fibra-asta. Tutte le principale caratteristiche del pendolo sono
riportate in Tab. (3.1).
Parametri pendolo di torsione ad un grado di liberta`
Lunghezza fibra (L) 104cm
Diametro fibra (2r) 25µm
Massa di test + asta + specchio (M) 101.4g
Lato massa di test (l) 4cm
Momento d’inerzia (I) 338gcm2
Periodo (T ) 515.1s
Tempo di smorzamento (2τ) 2.7 · 105s
Costante elastica torsionale (Γf) 5 · 10−9Nm
Tabella 3.1: Parametri del pendolo di torsione ad un grado di liberta` [62].
Ricordiamo che il tempo di smorzamento e` definito come il tempo in cui
l’oscillazione si riduce di un fattore 1/e e vale la relazione: τ = Q/ω0.
Senza scendere troppo nei dettagli descriviamo ora tutte le altre parti che
costituiscono la facility :
• Camera da vuoto. Il pendolo e` racchiuso all’interno di una camera da
vuoto che ha un volume di circa 50l, Fig. (3.4). Il vuoto che si rag-
giunge arriva a circa 3 · 10−8mbar, esso e` realizzato attraverso due stadi
di pompaggio, una rotativa ed una turbo-molecolare.
• Sistema di isolamento sismico. La camera a vuoto poggia su di una
porzione del pavimento del laboratorio disaccoppiato dal resto della stan-
za. Inoltre la fibra di torsione e` agganciata alla camera da vuoto tramite
uno stadio di smorzamento magnetico passivo descritto in dettaglio nel
Par. (5.2.1), per smorzare le oscillazioni di pendolo causate soprattutto
dall’attivita` sismica.
• Sistema di allineamento massa di test-sensore. Per un corretto centrag-
gio della massa di test all’interno del sensore capacitivo, la fibra e` superi-
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Figura 3.4: Pendolo di torsione ad un grado di liberta` realizzato presso
l’Universita` di Trento [48].
ormente agganciata ad un micromanipolatore a 2 DoF, mentre il sensore
poggia su di un micromanipolatore a 5 DoF. Queste movimentazioni
consentono un centraggio a meno di qualche µm in traslazione e qualche
µrad in rotazione.
• Autocollimatore. Oltre che col sensore di posizione capacitivo, il grado di
liberta` morbido del pendolo e` monitorato con un autocollimatore com-
merciale molto sensibile (≈ 50nrad/√Hz nella banda che va da 10−4Hz
a 10−2Hz) a due gradi di liberta`. Lo strumento funziona sostanzial-
mente come una leva ottica sfruttando lo specchietto solidale alla massa
di test montato sullo shaft : lo spostamento orizzontale del segnale da`
l’angolo di rotazione della fibra, mentre lo spostamento verticale monito-
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ra l’oscillazione di pendolo. Questo strumento e` fondamentale oltre che
per consentire una doppia lettura, anche per calibrare il sensore capaci-
tivo. Le prestazioni dello strumento sono limitate in particolar modo dal
rumore termico della struttura, solidale alla camera da vuoto, su cui e`
montato.
• Sistema di monitoraggio dei disturbi ambientali. Il monitoraggio dei dis-
turbi ambientali e` fondamentale per una eventuale sottrazione del rumore
introdotto sul segnale misurato come meglio illustrato nel Par. (3.3). In
particolare la temperatura e` misurata con termometri PtAu100 (preci-
sione di 0.1K) dislocati in tutta la facility, il campo magnetico e` misura-
to con un magnetometro triassiale (precisione 10nT ) posto appena fuori
dalla camera da vuoto e il tilt e` invece misurato direttamente col sensore
capacitivo.
• Sistema di termostatazione. Poiche´ le fluttuazioni di temperatura sono
una delle principali fonti di rumore, e` stato implementato un sistema di
termostatazione: l’intera facility e` racchiusa in una camera in cui e` stato
realizzato un controllo attivo della temperatura facendo circolare l’aria
all’interno di uno scambiatore di calore. Questo sistema permette una
stabilizzazione di temperatura di circa 50mK nella camera e addirittura
di 10mK all’interno della camera da vuoto. Inoltre questo sistema di
controllo della temperatura permette anche un bake-out della camera da
vuoto fino a circa 60◦C. Questo bake-out, oltre a ridurre consistentemente
il problema dell’outgassing, risulta fondamentale poiche´ provoca un forte
abbassamento (da ≈ 1mrad/h a ≈ 1µrad/h) del drift della fibra che si
innesca ogni volta che essa viene messa in tensione.
• Dispositivi per lo studio di sorgenti di rumore. La facility e` inoltre dotata
di alcuni dispositivi per investigare le varie sorgenti di rumore. Primo
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fra tutti, la movimentazione azionata da uno steppig motor con una
risoluzione di 1µrad, che permette una rotazione del sensore attorno al-
l’asse della fibra e risulta fondamentale per la caratterizzazione di tutti
gli accoppiamenti spring-like, in particolar modo quello elettrostatico.
Inoltre sull’sensor housing sono posizionati 4 radiatori che permettono
la creazione di gradienti termici e quindi lo studio di tutti gli effetti ad es-
si collegati. Un sistema di bobine di Helmholtz e` utilizzato per valutare
il momento magnetico residuo del pendolo e determinare cos`ı l’accop-
piamento con le variazioni del campo magnetico circostante. Infine, la
facility e` fornita anche di un sistema a luce ultravioletta che sfruttando
l’effetto fotoelettrico, serve per scaricare la massa di test.
• Sistema di acquisizione. Tutti i segnali, sia quelli provenienti dal sen-
sore che quelli provenienti dai sistemi di monitoraggio ambientale, sono
acquisiti a 10Hz:
– sensore capacitivo e magnetometro −→ ADC a 16bit −→ PC,
– temperatura −→ multimetro digitale GPIB −→ PC,
– autocollimatore, movimentazione rotazionale e pressione −→ porta
seriale PC.
Tutte le misure sono automatizzate e guidate da routine in LABVIEW©R ded-
icate.
3.2.2 Il sensore in Mo-SHAPAL
Il materiale scelto per la realizzazione del sensore [61] e` Molibdeno sia per
l’housing che per gli elettrodi, mentre e` SHAPAL (materiale ceramico ad alta
conducibilita` termica ed elevata rigidita` meccanica) per quanto riguarda le
parti isolanti (entrambi i materiali sono presi direttamente in considerazione
sia per LTP, che per LISA). Per entrambe le componenti sono stati scelti
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materiali ad alta conducibilita` termica per limitare al massimo i gradienti di
temperatura. Inoltre Molibdeno e SHAPAL risultano tra loro compatibili sia
per quanto riguarda i coefficienti di espansione termica sia per le tecniche di
lavorazione. La precisione meccanica delle lavorazioni varia da 10µm a 100µm
ed e` stata ottenuta utilizzando macchine a controllo numerico e sistemi ad
elettroerosione. Tutte le superfici, sia quelle metalliche che quelle ceramiche
sono ricoperte di Au in modo da evitare accumuli superficiali di carica e quindi
differenze di potenziale. E` interessante osservare le principali differenze tra il
Figura 3.5: Schema del sensore di posizione e di attuazione capacitivo utiliz-
zato a per il pendolo ad un grado di liberta`: si osservi che nella direzione z gli
elettrodi di sensing hanno dimensioni ridotte rispetto alle altre facce per con-
sentire l’alloggiamneto degli elettrodi di iniezione (in viola nel disegno). Sono
anche indicati i vari gradi di liberta` [48].
prototipo del sensore progettato e realizzato per il pendolo ad un grado di
liberta` e quello disegnato per LTP:
• gli elettrodi di iniezione, Par. (7.3.1) sono presenti solo sulle facce z, in
LTP sono previsti anche su quelle y,
• le dimensioni geometriche sia dell’housing che degli elettrodi sono minori,
in particolare:
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– massa di test utilizzata piu` piccola 40mm di lato contro i 46mm
previsti,
– gap di 2mm tra la massa di test e gli elettrodi anziche´ 4mm,
• precisioni meccaniche inferiori rispetto al modello di volo.
In particolare la differenza maggiore sta nella scelta del gap tenendo conto
del fatto che la densita` spettrale del rumore in posizione dovuto all’elettronica
va come S
1/2
xn ∼ d2, dove d e` appunto il gap tra gli elettrodi e la massa di
test, quando questa e` centrata nel sensore. Il limite in sensibilita` e` dato dal
rumore termico causato dalle perdite del trasformatore e vale, in spostamento
Par. (7.3.1):
S1/2xn ≈ 0.9nm/
√
Hz @ 1mHz. (3.6)
Il primo stadio dell’elettronica, cioe` il trasformatore, e` posizionato all’inter-
no della camera da vuoto in modo che l’isolamento termico fornito dal vuoto
assicuri una maggiore stabilita` alle prestazioni del trasformatore. Il secondo
stadio dell’elettronica e` invece posto immediatamete all’esterno della camera
da vuoto ma sempre all’interno della box a temperatura controllata. Per quan-
to riguarda l’attuazione, essa puo` essere realizzata sia in audiofrequenze che
in DC (tipicamente segnali in continua si utilizzano per la caratterizzazione
elettrostatica del sensore), direttamente applicando tensioni sugli elettrodi di
sensing tramite una scheda DAC a 16bit. Il controllo e` costituito da una
retroazione PID e permette una risoluzione in momento di circa 2 · 10−10Nm
su un fondo scala di 2 · 10−9Nm, che corrisponde a possibili rotazioni della
fibra di qualche decina di mrad.
3.3 Tecniche di misura e risultati sperimentali
Ricordiamo come la facility appena descritta abbia come scopo principale quel-
lo di caratterizzare l’accoppiamento elettrostatico tra il sensore capacitivo e
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la massa di test e di porre dei limiti superiori all’accelerazione residua della
massa di test dovuta a questa interazione lungo il grado di liberta` morbido.
Nei paragrafi seguenti descriveremo brevemente le tecniche di misura adottate
sia per la determinazione dell’extra-stiffness di natura elettrostatica che per
l’individuazione dei contributi di rumore di natura ambientale.
3.3.1 Misura accoppiamento elettrostatico
L’abilita` di essere sensibili agli effetti spring-like dovuti all’interazione elet-
trostatica tra sensore e massa di test (Γel ≈ −2.5 · 10−11Nmrad−1) e` dovu-
ta al piccolo valore della stiffness meccanica della fibra di torsione (Γf ≈
5 · 10−9Nmrad−1) [62]. Il metodo piu` intuitivo per misurare il contributo elet-
trostatico alla stiffness e` quello di misurare lo shift della frequenza di risonanza
del pendolo di torsione:
f0(Vm) =
1
2pi
√
Γf + Γel
I
. (3.7)
Un altro possibile metodo per misurare Γel e` quello di misurare l’angolo di
rotazione della fibra:
θf ≈ −θsensΓel
Γf
, (3.8)
causato da un’opportuna rotazione del sensore di un angolo θsens. In par-
ticolare questo metodo permette di ottimizzare il rapporto S/N andando a
modulare Γel ad una frequenza fs appena sotto la frequenza di risonanza del
pendolo (cos`ı da avere una risposta del pendolo in continua), ma comunque
sufficientemente alta per contenere i rumori a bassa frequenza dovuti al read-
out e agli effetti termici e sismici. Senza scendere nei dettagli accenniamo al
fatto che la tecnica di indurre una deflessione del sensore risulta essere migliore
sotto diversi punti di vista, ad esempio, in tal caso la fibra di torsione ruota di
angoli piu` piccoli (e` la rotazione del sensore che modifica il campo elettrosta-
tico locale che sente la massa di test) e percio` eventuali effetti non lineari sono
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ridotti, inoltre e` meno dipendente dai parametri (Γf , Q), e quindi dal rumore
termico della fibra [62].
Questa tecnica di misurare la risposta del pendolo a momenti modulati a bas-
sa frequenza puo` essere usata anche per studiare altri meccanismi, come la
risposta ai gradienti termici, ai campi magnetici o la carica netta sulla massa
di test.
3.3.2 Analisi dei rumori ambientali
Come gia` detto, la sensibilita` ultima del pendolo di torsione e` rappresentata
dal rumore termico della fibra. Per poter sfruttare pero` appieno le prestazioni
del pendolo di torsione occorre monitorare ed eventualmente eliminare tutte
le fonti di rumore ambientale.
Il contributo di ogni generica fonte di rumore (A) e` valutata tramite il con-
tributo in momento (N) lungo la fibra:
S
1/2
NA
(ω) =
∣∣∣∣∂N∂A
∣∣∣∣S1/2A (ω). (3.9)
Senza voler entrare troppo nel merito delle singole misure, per cui rimandiamo
a [48], [51], vogliamo illustrare brevemente lo spirito ed i risultati ottenuti nello
studio delle principali sorgenti di rumore:
• Fluttuazioni del campo magnetico. Il campo magnetico del laboratorio
varia sia a causa delle fluttuazioni del campo magnetico terrestre sia a
causa dell’attivita` umana. Queste variazioni si possono accoppiare con
il momento magnetico residuo del pendolo e dare un segnale lungo l’asse
della fibra. Misurando separatamente le fluttuazioni del campo mag-
netico e il momento magnetico del pendolo (misura effettuata inducendo
un campo magnetico noto nella regione del pendolo) e` stato valutato
che il rumore indotto e` di un fattore 10 piu` piccolo del rumore termico.
Questo successo e` legato all’estrema cura prestata nella costruzione (ma-
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teriali e tecniche di lavorazione) del pendolo che ha prodotto un momento
magnetico residuo inferiore, per la massa di Ti, a 7 · 10−9Am2.
• Accoppiamento trans-twist. Questo effetto e` legato al segnale in momento
che si osserva a causa della variazione relativa delle distanze tra massa
di test e sensore nelle due direzioni del piano dovute al tilt del suolo.
Questo effetto non va confuso col twist-tilt che, sempre a causa tilt del
suolo, accoppia direttamente le imperfezioni del sistema di sospensione
della fibra in rotazioni della fibra. In prima approssimazione il trans-twist
puo` essere considerato lineare negli spostamenti:
∆NTT (t) =≈ y(t)∂N
∂y
+ x(t)
∂N
∂x
. (3.10)
Dalla misura dei coefficienti di accoppiamento lungo le due direzioni del
piano e` stato evidenziato come questo effetto sia sopra il rumore termico
della fibra fino a circa 1mHz. In particolare si e` osservata una forte
dipendenza dalle interazioni elettrostatiche tra lo shaft e le parti dielet-
triche del sensore: con un opportuno schermaggio delle parti dielettriche
si e` ottenuto una riduzione di circa un ordine di grandezza dei coefficienti
di accoppiamento.
• Variazioni di temperatura. Le fluttuazioni di temperatura si accoppiano
in vario modo alla rotazione della fibra. In particolare sono stati indi-
viduati due meccanismi termici che accoppiano direttamente col modo
torsionale del pendolo:
– fluttuazione della posizione di equilibrio del pendolo sia a causa
della variazione della costante elastica della fibra ma soprattutto
a causa della variazione di temperatura del tubo della camera da
vuoto attorno alla fibra (riscaldando opportunamente il tubo e` sta-
to possibile misurare un coefficiente di accoppiamento per questo
effetto pari a ∂NT
∂T
≈ 200fNmK−1),
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Figura 3.6: Spettro tipico in momento del pendolo di torsione di Trento in
140000s d’integrazione. Oltre ai dati sperimentali sono riportati i contributi
dovuti alle fluttuazioni dei magnetici, dell’accoppiamento trans-twist e delle
variazioni di temperatura attorno alla fibra. E` riportata anche la curva di
sensibilita` teorica del pendolo: a bassa frequenza dominata dal rumore termico,
mentre ad alta frequenza dal rumore di read-out [51].
– fluttuazioni di temperatura inducono moti di tilt su tutto l’appa-
rato ed in particolare sul pavimento del laboratorio: cio` si traduce
in un ulteriore contributo all’effetto trans-twist che quindi a bassa
frequenza deve risultare correlato alle variazioni termiche.
In Fig. (3.6) sono riportati gli andamenti tipici misurati per tutte e tre le fonti
di rumore ambientale analizzate: mentre il contributo magnetico e` sempre
sotto la sensibilita` dello strumento, il contributo di twist-tilt e di temperatura
sembrano rilevanti a bassa frequenza dove i dati sperimentali sono ancora un
fattore 2 sopra il limite dello strumento. In particolare si e` propensi a credere
che le fluttuazioni in temperatura attorno alla fibra siano le principali cause
di questo eccesso di rumore: gradienti termici nelle vicinaze della massa di
test potrebbero indurre gradienti di pressione del gas residuo. Dalla misura
del rumore in momento si possono mettere degli upper limits sull’accelerazione
residua della massa di test a causa dell’interazione con il sensore. Ovviamente
bisogna prima convertire il momento in forza e questa operazione non e` del
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tutto ovvia visto che i bracci da utilizzare dipendono dal tipo di sorgente
di rumore presa in esame. In Fig. (3.7) e` riportato uno degli ultimi spettri
ottenuti dopo la conversione momento-forza per una massa di test di 1.3kg.
Figura 3.7: Sensibilita` di riferimento e risultati ottenuti, in termini di densita`
spettrale, per l’accelerazione residua della massa di test lungo il grado di liberta`
morbido [51].
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Capitolo 4
Il pendolo roto-traslazionale
Come accennato nel Par. (2.3) il cuore di questo lavoro di tesi e` rappresentato
dallo studio di una sospensione meccanica passiva per il disaccoppiamento
della massa di test di LISA su piu` DoF. Cio` rappresenta un passo in avanti
fondamentale per una piu` completa caratterizzazione del GRS (Gravitational
Reference Sensor) perche´ permette lo studio degli accoppiamenti tra DoF ed
una verifica diretta delle leggi di controllo misurando la sensibilita` residua sul
DoF sensibile una volta volta che gli altri DoF sono controllati. Dopo aver
passato in rassegna diversi tipi di sospensioni meccaniche [66], [67], [68], [69],
[70], [71], [72], ed elettrostatiche [73], [74], la nostra scelta e` caduta su un
doppio pendolo di torsione Fig. (4.1) [75], visti soprattutto i brillanti risultati
in termini di sensibilita` raggiunti con un pendolo di torsione ad un singolo
DoF, Cap. (3).
4.1 Geometria
La geometria del prototipo si basa su una fibra centrale a cui e` sospesa una
crociera rigida. Ad un estremo della crociera e` sospesa un’ulteriore fibra a cui e`
collegata la massa di test. Agli altri estremi sono invece collegate 3 aste rigide,
solidali alla crociera, che sospendono altrettante masse di bilanciamento (in
realta` per motivi di bilanciamento newtoniano, Par. (4.3), e` necessaria anche
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Figura 4.1: Schema del pendolo roto-traslazionale a 4 masse in cui sono in-
dicati i due gradi di liberta` morbidi: il grado rotazionale della fibra centrale
ϕ che si traduce in un grado traslazionale per la massa di test (in giallo) e il
grado rotazionale della fibra laterale θz − ϕ, dove con con θz si indica l’angolo
di rotazione della massa di test rispetto al sistema del laboratorio. Sono anche
indicate le masse di compensazione gravitazionale (in celeste) necessarie per
minimizzare il rumore newtoniano, Par. (4.3).
una quarta asta lungo la fibra laterale). In questo modo il grado di liberta`
rotazionale ϕ attorno alla fibra centrale si traduce, tramite il braccio della
crociera, in un grado di liberta` morbido traslazionale per la massa di test. Il
grado di liberta` rotazionale, θz − ϕ, continua invece ad essere morbido grazie
alla piccola costante di richiamo elastica della fibra laterale. Abbiamo indicato
il grado di liberta` rotazionale con θz − ϕ poiche´ con θz indichiamo l’angolo di
rotazione della massa di test rispetto al sistema del laboratorio, Fig.(4.2).
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Figura 4.2: Scelta del sistema di riferimento per lo studio della dinamica del
doppio pendolo rota-traslazionale.
4.2 Dimensionamento
Il prototipo va dimensionato (scelta dei materiali, diametro e lunghezza delle
fibre, momenti d’inerzia etc.) in modo che i DoF abbiano la necessaria sensi-
bilita` in termini di forza e momento. Per le considerazioni fatte nel Par. (3.1),
il rumore termico rappresenta il limite fisico al di sotto del quale non e` possibile
scendere se non con tecniche criogeniche. I materiali e la geometria dovranno
quindi essere fissati in modo tale che il rumore termico della struttura non
superi la sensibilita` di progetto.
Per quanto riguarda la scelta dei materiali si e` optato per fibre di tungsteno che
hanno un buon compromesso tra piccolo modulo di elasticita` (Y ≈ 400·109Pa)
ed elevato valore del carico di rottura (F ≈ 7.5 · 108Pa). Per la massa di test
(cava) e per la crociera si e` invece scelto l’alluminio che oltre ad avere la
pregevole qualita` di essere quasi perfettamente amagnetico e quindi garantire
un piccolo accoppiamento con le fluttuazioni del campo magnetico, e` anche uno
dei metalli piu` leggeri. Questa caratteristica dell’Al, unita all’elevato carico di
rottura delle fibre in W ci ha permesso di utilizzare fibre di sospensione molto
sottili e quindi costanti di richiamo elastiche torsionali estremamente piccole.
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Osserviamo che lavorare con masse di test cave non rappresenta un limite per
le nostre misure poiche` lavorare con masse leggere da un lato minimizza gli
accoppiamenti gravitazionali mentre dall’altro non limita in alcun modo la
caratterizzazione elettrostatica del sensore visto che le interazioni elettrosta-
tiche sono determinate solo da effetti di superficie.
Poiche´ per lo sviluppo del nostro prototipo ci siamo valsi di tutta l’esperienza
maturata sul pendolo ad 1 DoF [48], [51], [62], [76], [77], [78], per il pen-
dolo laterale, quello cioe` che ci garantisce il disaccoppiamento del grado ro-
tazionale, abbiamo assunto i parametri riportati in Tab. (3.1). Il nostro lavoro
di progettazione si e` quindi concentrato sullo sviluppo del pendolo centrale:
fibra, crociera e masse di bilanciamento in modo da assicurare anche al DoF
traslazionale la necessaria sensibilita`.
4.2.1 Limite in forza
La prima condizione che dobbiamo imporre per la progettazione del pendolo
centrale riguarda la sensibilita` in forza che vogliamo ottenere. Per il pendolo
ad 1 DoF descritto in Cap. (3) vale:
KI(θz − ϕ)min
l/2
≈ 2.5 · 10−14N/
√
Hz < Fmin (6 · 10−14N/
√
Hz @ 1mHz),
(4.1)
dove KI e` la costante di richiamo torsionale della fibra (useremo sempre il
pedice I per indicare le grandezze del relative al pendolo laterale), (θz −ϕ)min
e` la variazione angolare piu` piccola che il GRS puo` apprezzare (100nrad/
√
Hz,
Tab. (2.1)), l e` il lato della massa di test (4cm) e Fmin e` il goal di LISA
PF. Analogamente occorre imporre, sempre dato il minimo spostamento della
massa di test lungo il DoF traslazionale che il GRS puo` rivelare (1nm/
√
Hz
Tab.(2.1)), che la forza di richiamo elastica (che corrisponde alla coppia di
richiamo elastica della fibra centrale, attraverso il braccio della crociera ) sia
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inferiore a quella minima che ci proponiamo di misurare:
KIIymin
(d/2)2
≤ Fmin (6 · 10−14N/
√
Hz @ 1mHz). (4.2)
Per verificare la condizione di Eq. (4.2) si e` dovuto riscalare opportunamente
tutte le grandezze del pendolo laterale. L’espressione della costante elasti-
ca torsionale in funzione delle grandezze geometriche della fibra e del carico
sospeso (m) e` data da:
K =
pi
2
r4
L
(
Y +
mg
pir2
)
, (4.3)
dove Y rappresenta il modulo di elasticita` del materiale di cui e` costituita la
fibra (W ), mentre r, L sono rispettivamente il suo raggio e la sua lunghezza.
Il secondo termine in Eq.(4.3) tiene conto che ruotando, la fibra si accorcia e
quindi la gravita` si oppone alla rotazione con il l’effetto di rendere piu` rigido
l’accoppiamento. Una volta fissata la percentuale del carico di rottura a cui si
vuol far lavorare la fibra, il raggio e` univocamente determinato dalla relazione:
r =
√
mg
piΦF
, (4.4)
con F carico di rottura del materiale e Φ la percentuale a cui si vuol lavorare.
Assumendo lo stesso carico di lavoro (Φ ≈ 60%) per entrambe le fibre, il raggio
per la fibra centrale scalera` quindi come:
rII =
√
MII
MI
rI , (4.5)
dove:
MII = 4(MI +MA) +M + 2ρSd, (4.6)
rappresenta tutta la massa sospesa alla fibra centrale: MI e` la massa sospesa
alla fibra laterale,MA (≈ 200g) quella delle aste rigide, conM si intende invece
una qualunque massa aggiuntiva sulla crociera (ad es. shaft + specchietto sul
filo centrale ≈ 50g), mentre con ρ, S e d si indicano rispettivamente la densita`
di massa (2.7·103kg/m3 per l’Al), la sezione e lunghezza delle aste che formano
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la crociera. Scelta la lunghezza della fibra laterale, Tab. (3.1), abbiamo scelto la
lunghezza della fibra centrale, e da questa abbiamo determinato le dimensioni
della crociera in modo da rispettare le condizioni di Eq. (4.2). Ne risulta che
costante elastica torsionale per il pendolo centrale scalera` come:
KII =
(
MII
MI
)2
KI . (4.7)
Unendo Eq.(4.2),(4.6) abbiamo:(
d
2
)
min
=
4(MI +MA) +M
MI
√
Fmin
KIymin
− 4ρS
. (4.8)
Il valore della sezione S puo` essere determinato imponendo che l’intera strut-
tura soddisfi i necessari requisiti di rigidita`. In particolare ci siamo assicurati
che la frequenza di oscillazione verticale dell’estremo libero della crociera a
cui e` sospesa la fibra laterale sia sufficientemente alta in modo da non dare
segnali nella banda d’interesse e ovviamente che l’ampiezza di tali oscillazione
sia sufficentemente piccola in modo da non saturare il range dinamico a dis-
posizione. Per fare questo, sfruttando la simmetria della struttura, ci siamo
potuti calcolare la freccia dell’estremo libero sfruttando le formule valide per
una trave incastrata:
freccia =
g(d/2)3
2EJ1
(
ρSd
4
+M1 +MA
)
, (4.9)
dove E e` il modulo di Young del materiale (64·109N/m2 per l’Al), mentre J1 e` il
momento d’inerzia della sezione che abbiamo assunto ad ‘U’ per massimizzare
la rigidita`:
J1 =
s2
s
[
2
3
(
S − bs
2s
)3
S
s
−
(
S − bs
2s
)4
− S
(
S − bs
2s
)2
+ 2s
(
S − bs
2s
)3
+
1
3
sS
(
S − bs
2s
)
− s2
(
S − bs
2s
)2
+
1
12
S2
]
, (4.10)
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con s, b rispettivamente lo spessore e la base della sezione. Dopodiche´ abbiamo
valutato la frequenza di risonanza verticale assumendo una dinamica lineare:
frequenza =
1
2pi
√
2EJ1
(M1 +MA)(d/2)3
. (4.11)
Sostituendo Eq. (4.8) in Eq. (4.6), (4.9) e (4.11) abbiamo quindi potuto es-
primere tutte le quantita` d’interesse in funzione della sezione S. Ripetendo
l’analisi per vari valori di s, b abbiamo optato per s = 0.002m, b = 0.02m ed
una sezione di S = 10−4m2, conseguentemente i valori delle grandezze d’inter-
esse assumono i valori riportati in Tab. (4.1).
Caratteristiche del braccio della crociera MII = 1.38kg
Lunghezza minima 12.7cm
Freccia 23µm
Frequenza verticale 110Hz
Tabella 4.1: Caratteristiche geometriche e dinamiche della crociera una volta
fissata la sezione (S = 1cm2).
Fissate le dimensioni della crociera possiamo stimare il momento d’inerzia del
pendolo centrale:
III = ICROCIERA + 3MI
(
d
2
)2
+ 4MA
(
d
2
)2
≈ 2 · 10−2kgm2, (4.12)
che e` circa 3 ordini di grandezza maggiore rispetto a II . Con questa stima per
III possiamo anche calcolare la frequenza di risonanza del pendolo centrale:
fII =
MII
MI
√
II
III
fI ≈ 1.5mHz. (4.13)
Osserviamo che in generale e` conveniente avere le due risonanze non troppo
sovrapposte in modo da evitare uno scambio elevato di energia tra i due gradi
di liberta`. In Tab.(4.3) sono ricapitolate tutte le principali stime del pendolo
centrale.
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Tabella 4.2: Andamento delle caratteristiche geometriche e dinamiche della
crociera in funzione della sezione.
4.2.2 Limite termico
Fissate le dimensioni geometriche del nostro prototipo, occorre verificare che il
rumore termico sui gradi di liberta` d’interesse sia inferiore alle altre sorgenti di
rumore che vogliamo misurare. Per fare questa verifica occorre calcolarsi l’im-
pedenza meccanica del nostro dispositivo passando attraverso l’equazioni del
moto che si possono ricavare direttamente dalla direttamente dalla lagrangiana
del sistema:
L = T − U =⇒ d
dt
∂L
∂x˙i
− ∂L
∂xi
= 0, (4.14)
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Parametri fibra centrale
Lunghezza fibra (LII) 1m
Diametro fibra (rII) 100µm
Massa pendolo (MII) 1.38kg
Braccio crociera (d/2) 12.7cm
Momento d’inerzia (III) 2 · 10−2kgm2
Frequenza torsionale (fII) 1.5mHz
Costante elastica torsionale (KII) 1 · 10−6Nm
Tabella 4.3: Partendo dai valori per la fibra laterale, Tab. (3.1), abbiamo
riscalato quelli per la fibra centrale una volta calcolato MII ≈ 1.38kg.
dove T , U sono rispettivamente l’energia cinetica e l’energia potenziale del
sistema, mentre xi, x˙i rappresentano posizione e velocita` dei vari gradi di
liberta` del sistema. Nel caso di fibre di torsione ideali, in assenza cioe` di
dissipazione interna si ha:
T = 1
2
IIIϕ˙
2 +
[
1
2
MI
(
1
2
ϕ˙
)2
+
1
2
II
(
θ˙z − ϕ˙
)2]
, (4.15)
U = 1
2
KIIϕ
2 +
1
2
KI(θz − ϕ)2, (4.16)
e quindi le equazioni del moto per i nostri due gradi di liberta` ortogonali sono:
II(θ¨z − ϕ¨) +KI(θz − ϕ) = 0, (4.17)[
III +MI
(
d
2
)2]
ϕ¨+KIIϕ = 0, (4.18)
introducendo costanti di torsione elastiche complesse (Ki −→ Ki[1 + iφi(ω)],
dove φi(ω) e` l’angolo di perdita, con i = I, II) e` possibile calcolare l’impedenza
meccanica (Z(ω) = F (ω)/iωx(ω), con F (ω) e x(ω) rispettivamente eccitazione
e risposta del sistema) dei due gradi di liberta` ed applicando il teorema di
fluttuazione-dissipazione [79],[80]:
Sx(ω) = 4KBT
1
ω2
<
{
1
Z(ω)
}
, (4.19)
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dove KB e` la costante di Boltzmann e T e` la temperatura, e` possibile ricavarsi
il limite inferiore per la sensibilita` dovuta al rumore termico:
Sθz−ϕ(ω) =
4KBT
ω
KIφI(ω)
(KI − ω2II)2 +K2Iφ2I(ω)
, (4.20)
Sϕ(ω) =
4KBT
ω
KIIφII(ω){
KII − ω2
[
III +MI
(
d
2
)2]}2
+K2IIφ
2
II(ω)
, (4.21)
alla risonanza, dividendo per le funzioni di trasferimento che si ricavano diret-
tamente dalle Eq. (4.17) e Eq. (4.18), si ottiene il rumore in forza:
SFθz−ϕ = 4KBT
II
τI(l/2)2
, (4.22)
SFϕ = 4KBT
III +MI
(
d
2
)2
τII(d/2)2
, (4.23)
in particolare con le nostre scelte si trova che:
S
1/2
Fθz−ϕ
=
√
4KBT
II
τI(l/2)2
≈ 5 · 10−14N/
√
Hz, (4.24)
S
1/2
Fϕ
=
√
4KBT
III +MI
(
d
2
)2
τII(d/2)2
≈ 2 · 10−13N/
√
Hz, (4.25)
(4.26)
cioe`, per quanto riguarda il grado di liberta` θz−ϕ siamo dentro alle specifiche
di LISA PF (6 ·10−14N/√Hz @1mHz), mentre per il grado di liberta` ϕ siamo
un sopra di un fattore 3.
4.3 Rumore newtoniano
Come accennato nel Par. (4.1), per la scelta finale della geometria del pro-
totipo abbiamo tenuto conto anche dell’accoppiamento tra i gradi di liberta`
morbidi della sospensione e il rumore newtoniano circostante. In particolare
abbiamo valutato il momento newtoniano esercitato sulla fibra centrale dal-
l’attivita` umana del laboratorio. In prima approssimazione abbiamo infatti
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Figura 4.3: Scelta del sistema di riferimento per il calcolo dell’accoppiamento
tra la rotazione attorno alla fibra centrale della sospensione e l’attivita` umana
del laboratorio.
trascurato un eventuale segnale sulla rotazione della fibra laterale visto le ri-
dotte estensioni spaziali della massa di test. Come descritto in [81], siamo
partiti dall’espressione del campo gravitazionale in ~r esercitato da una massa
puntiforme M posta in ~rM = ~rM(0) + ~ξ(t), Fig. (4.3):
φ ' −GM
r′0
− GMξiηi
r
′2
0
− 3
2
GM
r
′3
0
(
ξiξj
1
3
ξ2δij
)
ηiηj, (4.27)
dove r′ = |~r − ~rM | e ηˆ = ~r′0/r′0 con r′0 = r′(0), nell’approssimazione |~ξ|/r′0 < 1.
Per cui la quantita`:
φ(t) = −GMξiηi
r
′2
0
, (4.28)
ci dice, al primo ordine, come varia il campo gravitazionale in ~r, prodotto da
piccoli spostamenti della massa M attorno alla sua posizione iniziale ~rM(0).
L’accelerazione che subisce un eventuale punto materiale di massa m posto in
~r sara` quindi:
ai = GM
(ξi − 3ninjξj)
r′30
, i = x, y, z. (4.29)
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Assumendo che queste accelerazioni siano apprezzabili lungo i gradi di liberta`
rotazionali le Eq. (4.17),(4.18) diventano:
II(θ¨z − ϕ¨) +KI(θz − ϕ) = ~τTM · ~k, (4.30)[
III +MI
(
d
2
)2]
ϕ¨+KIIϕ = ~τCROSS · ~k +
(
~rTM ∧ ~FTM
)
· ~k, (4.31)
dove ~τTM ·~k rappresenta il momento risultante lungo il grado di liberta` θz −ϕ
dovuto al contributo di tutti i punti materiali costituenti la massa di test.
Analogamente con ~τCROSS · ~k si intende il momento lungo ϕ dovuto a tut-
ti i punti materiali costituenti la crociera, le masse di bilanciamento e le loro
relative aste di fissaggio, mentre con il termine
(
~rTM ∧ ~FTM
)
·~k si vuol rappre-
sentare il contributo della massa di test (assunta come punto materiale) lungo
ϕ come se fosse solidale alla crociera, condizione ben rispettata per frequenze
inferiori alla frequenza di pendolo della fibra laterale (0.5Hz). In particolare
e` facile convinversi che il contributo ~τTM · ~k e` trascurabile rispetto agli altri
visto le ridotte dimensioni della massa di test e quindi dei bracci delle forze.
Per stimare invece il contributo di Eq. (4.31) assumiamo anche le masse di
bilanciamento come puntiformi, mentre le loro relative aste di fissaggio come
linee di massa, queste approssimazioni sono ovviamente valide se la sorgente
del poteziale gravitazionale variabile e` sufficientemente distante rispetto alle
dimensioni degli elementi costituenti il pendolo. Per il calcolo abbiamo svilup-
pato tutte le espressioni nel parametro (d/2)/rM(0). Cos`ı facendo si vede
subito la necessita` di avere le masse di bilanciamento al livello della massa
di test: con masse di bilanciamento al livello della massa di test il momento
indotto dalla massa M e` nullo fino al quarto ordine in (d/2)/rM(0) mentre so-
pravvive addirittura l’ordine zero nel caso delle masse di bilanciamento poste
direttamente sugli estremi della crociera. L’espressione per il momento puo`
essere messa nella forma:
τ =
GM
rM(0)
(
d/2
rM(0)
)4
ξ
rM(0)
C, (4.32)
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dove C e` un coefficiente che dipende dalle masse dei costituenti il pendolo
e dalla posizione della massa M . In particolare abbiamo valutato Eq. (4.32)
mantenendo costante la quota verticale della massaM (nell’ipotesi che si tratti
del baricentro di una persona che si muove nel laboratorio), sempre a meta` delle
aste verticali che abbiamo assunto essere lunghe 1m. Per la valutazione dello
spettro di ξ abbiamo fatto sempre riferimento alla descrizione riportata in [81]:
Figura 4.4: Illustrazione dei due casi di rumore newtoniano presi in esame per
una valutazione quantitativa del momento torcente che subisce la fibra centrale.
S
1/2
ξ ∼
(
0.1m√
Hz
)(
Hz
f
)4
, (4.33)
per frequenze sopra l’Hz. Si tratta quindi di un rumore a frequenze in generale
piu` alte rispetto alla nostra vera e propria banda d’interesse (l’andatura umana
ha un tempo scala di circa 1s). Facendo comunque riferimento alla Fig. (4.4)
abbiamo distinto due casi:
• rMx(0) = 1m e rMy(0) = 0m =⇒ S1/2τ ≈ 10−13Nm/
√
Hz @ 1Hz,
• rMx(0) = 1m e rMy(0) = 1m =⇒ S1/2τ ≈ 10−14Nm/
√
Hz @ 1Hz.
Come mostrato in [81] l’utilizzo di una sorgente di rumore puntiforme risulta
essere una stima peggiorativa rispetto ad una sorgente estesa come era intu-
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ibile. Da questa analisi, seppur molto semplice e concernente il solo contributo
umano, si vede come il problema del bilanciamento gravitazionale potrebbe
essere un fattore limitante per le nostre misure ad alta frequenza. Inoltre si
evince che una simmetria per lo meno cilindrica attorno alla fibra centrale e`
necessaria.
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Capitolo 5
Modello in scala
La sospensione meccanica che abbiamo adottato per disaccoppiare la massa di
test su due DoF pur rappresentando la scelta piu` conservativa e forse anche
la piu` semplice dal punto di vista meccanico, ha comunque molti aspetti da
investigare completamente. Pertanto al dimensionamento teorico del Cap. (4)
e` stato necessario far seguire una campagna di test sperimentali nonche´ una
piu` accurata simulazione numerica della dinamica del nostro prototipo. In
questa ottica abbiamo realizzato un prototipo da banco della sospensione che
ha permesso di osservare e verificare vari aspetti del progetto e ha consentito di
prendere confidenza con le tecniche sperimentali necessarie per la sospensione
finale.
5.1 Struttura di sostegno del modello
Come illustrato in Fig. (5.1), abbiamo sospeso il pendolo roto-traslazionale in
scala ridotta rispetto alla versione finale dimesionata nel Cap. (4) ad una strut-
tura di sostegno montata su di una piattaforma di Al poggiata, tramite 3 viti
calanti, su di un banco ottico. In questa struttura di sostegno sono gia` presenti
diversi accorgimenti che dovranno essere implementati anche nella soluzione
finale. In particolare per necessita` operative e` stato fondamentale dotare il
clamp della fibra centrale di 3 movimentazioni, Fig. (5.2). Il clamp, costituito
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Figura 5.1: Prototipo del pendolo roto-traslazionale.
da un blocchetto di Al a stringere la fibra contro un supporto a ‘L’, e` fissato
su di una slitta rotazionale che consente una rotazione libera di 360◦ ed un po-
sizionamento micrometrico di 20◦ della fibra attorno al suo asse. Questa slitta
e` montata su di una piastra in modo da permettere un centraggio della fibra
centrale nelle due direzioni orizzontali. Queste movimentazioni sono necessarie
per un centraggio della fibra centrale e quindi della crociera, sia rispetto ai sis-
temi di lettura che rispetto ai sistemi di smorzamento ed attuazione adottati.
In realta` la fibra centrale non e` direttamente fissata al clamp: tra il clamp
e la fibra e` interposto uno stadio di damping magnetico, come descritto nel
Par. (5.2.1), per smorzare i modi di pendolo della sospensione. In Fig. (5.3)
sono riportati i particolari dei sostegni dei magneti permanenti toroidali affac-
ciati che costituiscono il sistema di damping. Alla fibra centrale in W da 100µm
e di lunghezza 30cm e` sospesa una crociera in Al con bracci di lunghezza 10cm.
Al centro della crociera e` montato uno specchietto, Fig. (5.4), sempre in Al,
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Figura 5.2: Particolare della struttura di clamp della fibra centrale.
coassiale con la fibra, necessario per misurare con una leva ottica, Par. (6.2.1),
l’angolo di rotazione della fibra stessa. Ad un estremo della crociera e` fissata
la fibra laterale anch’essa in W e di lunghezza 30cm a cui e` sospesa la massa di
test: si tratta di un cubo in Al cavo di lato 3cm su cui, coassiale con la fibra,
e` montato uno specchietto analogo a quello presente sulla crociera, Fig. (5.4).
La fibra laterale e` fissata ad un clamp che puo` ruotare attorno all’asse della
fibra, Fig. (5.5). Questa movimentazione e` piuttosto rozza, infatti consiste in
un cilindretto inserito in un foro posto all’estremo del braccio della crociera che
risulta pero` sufficiente per ruotare lo specchietto fissato sulla massa di test in
modo da ottenere un corretto allineamento con la leva ottiva realizzata per mis-
urare il modo rotazionale della fibra laterale, Par. (6.2.2) . Alle altre estremita`
della crociera sono invece rigidamente fissate delle aste che servono a bilanciare
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Figura 5.3: Particolari del supporto dei magneti permanenti del sistema di
damping passivo: e` possibile osservare l’asola di fissaggio con la piastra supe-
riore che permette un ulteriore movimentazione per il centraggio magneti-disco
Al, inoltre e` possibile osservare la possibilita` di muovere verticalmente i mag-
neti in modo da ridurre al minimo la distanza tra i magneti e il disco di Al e
quindi favorire un migliore accoppiamento magnetico.
(a) (b)
Figura 5.4: Particolare della crociera (a) e della massa di test (b).
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Figura 5.5: Particolare del clamp a cui e` agganciata la fibra laterale.
il peso della massa di test. Infine all’estremo della crociera dove e` agganciata
la massa di test e all’estremo opposto sono fissati due dischi di Al di diametro
3cm, che inseriti tra due bobine, Fig. (5.6), formano uno smorzatore magnetico
per i modi torsionali delle fibre, analogo a quello per i modi di pendolo a cui
abbiamo accennato precedentemente e di cui parleremo piu` diffusamente nel
Par. (5.2.2). Agli altri due estremi della crociera sono invece fissati due piatti
sempre di Al, di cui uno eventualmente potrebbe essere inserito all’interno di
un attuatore, Fig. (5.6) realizzato con due elettrodi, pilotati da un generatore
di segnale, che generano un campo fortemente variabile spazialmente.
5.2 Damping del modello
Come accennato piu` volte nel precedente paragrafo il nostro prototipo prevede
un doppio sistema di damping, uno per i modi di pendolo, l’altro per i modi
torsionali, ma mentre il primo e` analogo a quello sviluppato per il pendolo di
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(a) (b)
Figura 5.6: Particolare della struttura di sostegno dello stadio di damping per
i modi torsionali: le bobine sono fissate alla struttura di sostegno tramite dei
supporti a ‘C’ che possono scorrere sia verticalmente che orizzontalmente per
permettere un migliore accoppiamento con i dischi di Al fissati alla crociera
(a). Particolare del dispositivo di attuazione: l’attuatore e` fissato alla struttura
di sostegno tramite un supporto a ‘C’ che puo` scorrere sia verticalmente che
orizzontalmente per permettere il centraggio con il piatto di Al fissato alla
crociera. e della massa di test (b).
torsione ad un grado di liberta` [48], l’altro e` stato oggetto di studio e d’imple-
mentazione di questa tesi.
La necessita` di dotarsi di dispositivi di smorzamento dei vari modi e` legata
al fatto che la nostra massa di test sara` alloggiata all’interno di un sensore
capacitivo con un gap di soli 2mm su ogni lato percio`, dati i piccoli valori della
massima forza (∼ 10−6N) e del massimo momento (∼ 10−8Nm) applicabili con
il sensore, e` necessario poter attenuare nel miglior modo possibile tutti quei
modi che, anche se a frequenze fuori dalla nostra banda d’interesse, potrebbero
saturare il range dinamico a nostra disposizione.
Nasce quindi la necessita` di “fermare” la massa di test. Ovviamente questa
azione di damping potra` essere continua per quanto riguarda i gradi di liberta`
rigidi, nel limite ovviamente di trascurare eventuali accoppiamenti con i gradi
di liberta` morbidi, mentre per i gradi di liberta` morbidi dovra` invece essere
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Figura 5.7: Implementazione del damping magnetico passivo: le oscillazioni
del modo di pendolo, spostando il disco rispetto ai magneti permanenti, gen-
erano una variazione di flusso del campo magnetico concatenato col disco. Le
correnti parassite che vengono quindi indotte nel disco vanno a dissipare l’en-
ergia associata al modo di oscillazione responsabile della variazione di flusso
del campo magnetico.
sospesa in fase di misura per non vanificare tutto lo sforzo fatto per il loro
disaccoppiamento dall’ambiente.
5.2.1 Damping passivo
Ripartendo come sempre dall’esperienza sviluppata sul pendolo ad un grado
di liberta` [62], abbiamo introdotto un primo stadio di damping passivo sulla
fibra centrale per smorzare i modi di pendolo. Come illustrato in Fig. (5.7), il
dispositivo, a simmetria cilindrica per non influire sul grado rotazionale della
fibra, e` costituito da un disco di Al (diametro d = 28mm, spessore s = 5mm)
sospeso ad una fibra da 100µm (380µm nella versione finale) e lunghezza di
10cm inserito tra due magneti permanenti toroidali (NdFeB N45 da 1.3T ).
La fibra di torsione principale sempre da 100µm viene quindi ad essere ag-
ganciata al disco di Al. Col moto di pendolo semplice del disco, il flusso di
campo magnetico concatenato col disco variera`, percio` per la legge di Faraday
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si genereranno al suo interno delle correnti per contrastare questa variazione,
che dissiperanno dell’energia per effetto Joule. Da queste considerazioni si
vede quindi che le rotazioni attorno all’asse verticale non vengono smorzate da
questo dispositivo. Inoltre questo dispositivo presenta altre due caratteristiche:
• la fibra principale non viene piegata nel punto di sospensione,
• rappresenta un filtro per l’accoppiamento tra il tilt del suolo e la rotazione
della fibra.
Figura 5.8: Schema del doppio pendolo.
Vista pero` la necessita` di progettare un sistema di smorzamento anche per i
gradi di liberta` rotazionali che necessitano di un’attenzione diversa, abbiamo
deciso di approfondire il funzionamento del damper magnetico illustrato in
Fig. (5.7).
L’efficienza del dispositivo puo` essere espressa in termini della costante di
tempo di decadimento dell’ampiezza della oscillazione:
τamp = 2T
E
∆E
, (5.1)
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dove T rappresenta il periodo dell’oscillazione di cui vogliamo conoscere lo
smorzamento, E l’energia immagazzinata nel sistema e ∆E l’energia persa in
ogni ciclo. Per testare il modello abbiamo considerato il caso di un doppio
pendolo, Fig. (5.8), senza smorzamento, costituito da due punti materiali,
assumendo che l’energia dissipata in un ciclo fosse piccola rispetto a quella
immagazzinata. Le equazioni del moto linearizzate sono:
(m1 +m2)l1α¨1 +m2l2α¨2 + (m1 +m2)gα1 = 0,
m2l1α¨1 +m2l2α¨2 +mgα2 = 0, (5.2)
da queste equazione e` facile ricavarsi come l’energia si ripartisce tra i due gradi
di liberta` e quindi fissata l’energia immagazzinata nel sistema (nelle simulazioni
e` stato usato il valore ragionevole di 1µJ che corrisponde ad una ampiezza delle
oscillazioni di circa 1◦), e` stato possibile calcolarsi l’ampiezza dell’oscillazione
α1, necessaria per il calcolo del ∆E. Per calcolarsi il ∆E, abbiamo suddiviso il
disco di Al in tante spire, Fig. (5.9). Per ogni spira e` stata calcolata la potenza
Figura 5.9: Schema del del disco di Al.
dissipata per effetto Joule, integrando quindi su tutte le spire e` immediato
ricavarsi l’energia dissipata in un periodo:
∆E =
∫ T
0
dt
∫ d/2
0
Wspiradξ =
∫ T
0
dt
∫ d/2
0
(
d
dt
Φspira( ~B)
)2
Rspira
dξ, (5.3)
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dove d e` il diametro del disco di Al (28mm), mentre per la seconda legge di
Ohm vale:
Rspira = ρAl
2piξ
sdξ
, (5.4)
con ρAl, resistivita` dell’Al (0.0282 ·106Ωm), e s spessore del disco di Al (5mm).
Infine:
Φspira( ~B) =
∫
Sspira
~B · ~ds. (5.5)
Figura 5.10: Sezione verticale dei due magneti toroidali di damping. Per cal-
colarsi l’andamento del loro campo magnetico abbiamo schematizzato ciscun
magnete con due bobine, una esterna di raggio Re (il cui campo e` rappresen-
tato da una linea rossa in figura) ed una interna di raggio Ri (il cui campo e`
rappresentato da una linea verde in figura), imponendo che il campo magnetico
totale fosse pari a 0 lungo l’asse vertivale al centro dei magneti e 1.3T dentro
ai magneti.
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Per calcolare la variazione del flusso magnetico concatenato con ogni singola
spira, abbiamo dovuto per prima cosa conoscere l’andamento del campo mag-
netico dei magneti toroidali. Per fare questo abbiamo schematizzato i magneti
come due bobine Fig. (5.10), una interna ed una esterna, imponendo che tra
le due bobine il campo magnetico fosse quello dei magneti permanenti, 1.3T
lungo l’asse z, quello verticale. Cos`ı facendo, integrando numericamente la
formula di Biot-Savart e` stato possibile ricavare l’andamento del campo tra
i due magneti: ~B = Bz(~r)k, Fig. (5.11). Trattandosi di un campo magneti-
Figura 5.11: Andamento del campo magnetico tra nella regione compresa tra i
due magneti alla quota z = 0.
co statico, passando la derivata temporale sotto il segno di integrale, e` stato
possibile utilizzare la relazione:
~∇∧ (~v ∧ ~B)
∣∣∣
α
= −~∇Bα · ~v, (5.6)
per calcolare la variazione di flusso concatenato. In particolare si ottiene:
d
dt
Φspira( ~B) =
d
dt
∫
Sspira
~B · ~ds = l1α˙1(t)
∫ ξ
−ξ
∆Bz(α1(t), ξ, y)dy, (5.7)
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dove:
∆Bz(α1(t), ξ, y) =
[
Bz
(√
(l1α1(t) +
√
ξ2 − y2)2 + y2
)
+
− Bz
(√
(l1α1(t)−
√
ξ2 − y2)2 + y2
)]
. (5.8)
Procedendo successivamente ad una integrazione numerica in y, ξ e t abbiamo
ottenuto un valore di circa 30s per il tempo di decadimento dell’ampiezza
dell’oscillazione corrispondente al modo a frequenza 0.75Hz che corrisponde
al modo comune, quando cioe` i due pendoli sono in fase. Nel Cap. (6) abbiamo
verificato questo modello numerico con dei test sperimentali.
5.2.2 Secondo stadio di damping
Dopo aver esaminato nel precedente paragrafo il funzionamento del damp-
ing passivo implementato per lo smorzamento dei modi di pendolo vediamo
adesso come sia possibile estendere un meccanismo simile anche al livello della
crociera. In maniera del tutto analoga, abbiamo fissato a due estremi della
crociera, due dischi di Al (diametro D = 35mm, spessore S = 5mm) che han-
no il ruolo del disco di Al inserito tra i due magneti permanenti nel sistema
di damping passivo. Abbiamo scelto di realizzare un doppio sistema, da un
lato per non rompere la simmetria e dall’altro per massimizzare l’efficacia del
dispositivo. Rispetto al damping passivo non e` pero` possibile utilizzare dei
magneti permanenti per generare il campo magnetico in quanto cio` produr-
rebbe una extra-stiffness sul grado di rotazione della fibra centrale che vani-
ficherebbe tutti gli sforzi fatti per il suo disaccoppiamento. Abbiamo quindi
pensato di sostituire i magneti con delle bobine in modo da poter “spegnere”
in fase di misura questa extra-stiffness. Abbiamo quindi realizzato dei supporti
per le bobine, Fig. (5.6) dotandoli di semplici, ma necessarie movimentazioni
per quanto riguarda i gradi di liberta` traslazionali, per il loro centraggio con i
dischi di Al fissati alla crociera. Ovviamente lavorando con bobine e non piu`
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con magneti, i campi magnetici a disposizione saranno molto meno intensi.
Per fortuna pero` in questo caso dovremo confrontarci con l’energia potenziale
elastica torsionale della fibra invece che con quella gravitazionale. Sfruttando
le equazioni del moto per i gradi di liberta` torsionali illustrate nel Par. (4.2.2)
e` abbastanza facile riscalare per questo caso i risultati ottenuti per il damping
passivo. Ora il campo magnetico e` quello generato da una coppia di bobine da
Figura 5.12: Andamento del campo magnetico nella regione compresa tra le
due bobnine alla quota z = 0, generato con una corrente di 1A.
150 spire disposte su 5 strati con diametro esterno 32mm ed altezza di 25mm,
Fig. (5.12). La perdita di energia in ogni ciclo si esprime:
∆E(ωϕ) =
sb2
2piρAl
∫ Tϕ
0
ϕ˙2(t)dt
∫ D/2
0
[∫ ξ
−ξ
∆Bz(ϕ(t), ξ, y)dy
]2
dξ
ξ
, (5.9)
dove s e D sono rispettivamente spessore e diametro dei dischi di Al, ωϕ,
Tϕ sono pulsazione e periodo dell’oscillazione del modo torsionale della fibra
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centrale, mentre:
ϕ(t) = C sin(ωϕt),
∆Bz = Bz(bϕ(t) +
√
ξ2 − y2, y)−Bz(bϕ(t)−
√
ξ2 − y2, y), (5.10)
sono rispettivamente la legge oraria del grado di liberta` ϕ e il campo magnetico
lungo z alla quota z = 0 cioe` al centro tra le due bobine. L’ampiezza C del-
l’oscillazione si puo` determinare andando a fissare l’energia immagazzinata nel
sistema. Si puo` vedere che con 0.5µJ si trova una ampiezza ragionevole di circa
0.25rad. Dopodiche` la costante di smorzamento dell’ampiezza dell’oscillazione
e` data come in precedenza dalla relazione:
τampϕ = 2Tϕ
Eimmagazzinata
∆E(ωϕ)
. (5.11)
Ovviamente l’intensita` del campo magnetico dipende dalla corrente che circola
nelle bobine. Abbiamo percio` eseguito una scansione in corrente per vedere
come varia la costante di smorzamento τampϕ in funzione appunto della corrente
nelle bobine. I risultati sono riportati in Fig. (5.13).
5.3 Frequenze fondamentali
Per capire meglio il funzionamento della sospensione e cercare di interpretare
nel modo corretto le misure sperimentali, abbiamo implementato due sem-
plici modelli per il calcolo delle frequenze fondamentali del sistema, uno per
calcolare le frequenze di risonanza torsionali e l’altro per quelle di pendolo,
sfruttando il fatto che i modi rotazionali hanno dinamiche molto piu` lente dei
modi di pendolo.
5.3.1 Modi di torsione
Per il calcolo delle frequenza di risonanza torsionali facciamo riferimento alla
Fig. (5.14) in cui sono indicati i tre angoli: ω che rappresenta la torsione del filo
86
5.3. Frequenze fondamentali
Figura 5.13: Andamento della costante di smorzamento dell’ampiezza del-
l’oscillazione del modo torsionale ϕ in funzione della corrente che circola nelle
bobine.
a cui e` sospeso il damper magnetico, ϕ che invece e` l’angolo della fibra centrale
e θ che e` l’angolo di rotazione della massa di test, tutti presi nel sistema di
riferimento del laboratorio. Con queste scelte l’energia potenziale elastica di
rotazione vale:
U =
1
2
KDω
2 +
1
2
KC(ϕ− ω)2 + 1
2
KT (θ − ϕ)2, (5.12)
dove in accordo con Eq. (4.3) le costanti elastiche sono date da:
Ki =
pi
2
r4i
Li
(
Y +
mig
pir2i
)
, i = D,C, T. (5.13)
In Tab. (5.1) sono riportati i valori delle tre fibre di torsione che costituiscono il
prototipo della nostra sospensione. L’energia cinetica puo` essere invece messa
nella forma:
T =
1
2
IDω˙
2 +
1
2
IDϕ˙
2 +
1
2
mT b
2ϕ˙2 +
1
2
IT (θ˙ − ϕ˙)2, (5.14)
87
5.3. Frequenze fondamentali
Figura 5.14: Schema utilizzato per la scelta degli angoli di rotazione delle tre
fibre di torsione.
dove ID (2.6·10−6kgm2), e` il momento d’inerzia del damper magnetico rispetto
all’asse verticale passante per il suo centro di massa, IC (2.1 · 10−3kgm2),
rappresenta invece il momento d’inerzia della crociera rispetto all’asse centrale
che pero` non coincide con quello passante per il suo centro di massa, infine IT
(7.0 · 10−6kgm2), e` il momento d’inerzia della massa di test, mentre b (0.08m),
e` il braccio della crociera. Passando dalla lagrangiana alle equazioni del moto,
si trova: ω¨ϕ¨
θ¨
 =
 −
KD+KC
ID
KC
ID
0
KC
IC+mT b2
− KC
IC+mT b2
0
KC
IC+mT b2
KT
IT
− KC
IC+mT b2
−KT
IT

 ωϕ
θ
 . (5.15)
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fibra damper centrale laterale
raggio (µm) 50 50 50
lunghezza (cm) 13 30 30
massa (g) 381.2 368.7 42.2
Tabella 5.1: Valori delle tre fibre di torsione utilizzate per la realizzazione
del prototipo della sospensione, nella versione finale utilizzeremo una fibra da
380µm al posto di quella da 100µm per la fibra iniziale a cui e` sospeso il damper
in modo da disaccoppiare ulteriormente tale grado di liberta` rispetto agli altri
due gradi di liberta` ed utilizzeremo una fibra da 25µm per la fibra laterale per
avere una maggiore sensibilita` sul grado rotazionale della massa di test.
Risolvendo numericamente il problema, si trovano le seguenti frequenze di
risonanza:
fω ∼ 400mHz,
fϕ ∼ 6mHz,
f(θ−ϕ) ∼ 135mHz.
(5.16)
Se invece per i diametri delle fibre utilizzassimo i valori di 380µm per la fibra
del damper, 100µm per quella della crociera e 25µm per quella della massa di
test otterremmo una frequenza superiore a 3Hz per quanto riguarda il grado
di liberta` ω, mentre frequenze dell’ordine di qualche mHz per quanto riguarda
gli altri due gradi di liberta`. Pertanto come accennato nel Par. (5.2.1) il
grado di liberta` torsionale della fibra a cui e` agganciato il damper e` con buona
approssimazione del tutto disaccoppiato dai due gradi morbidi del sistema.
5.3.2 Modi di pendolo
Per il calcolo dei modi di pendolo facciamo riferimento allo schema riportato
in Fig. (5.15). La complicazione nello studio analitico di questo nostro sistema
sta nel fatto che si tratta di tre pendoli bidimensionali. La semplificazione che
abbiamo adottato, suggerita anche dal sistema di lettura di cui disponevamo, e`
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Figura 5.15: Schema utilizzato per la scelta degli angoli di pendolo del nostro
sistema: il damper e la massa di test sono stati considerati come due punti
materiali, mentre la crociera insieme alle aste verticali di bilanciamento sono
state considerate come un corpo rigido il cui centro di massa e` indicato in
figura.
stata quella di assumere oscillazioni su un unico piano per tutti e tre i pendoli
in cascata. Infatti il nostro sistema di lettura illustrato nel Par. (6.1) e` sensibile
solo alle oscillazioni nel piano parallelo a quello dei fotodiodi. Per confrontare
i risultati ottenuti con questo modello con le misure sperimentali, in fase di
misura siamo stati attenti ad eccitare il sistema affinche´ la dinamica di tutto
il sistema avvenisse su un unico piano, in particolare su quello individuato dal
braccio della crociera a cui e` sospesa la massa di test e la fibra laterale. In
questa situazione, tenendo conto per la notazione delle scelte di Fig. (5.15), la
lagrangiana del sistema, assumendo il damper e la massa di test come punti
materiali e solo la crociera come corpo rigido, dipende da solo da quattro angoli
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e puo` essere messa nella forma:
L =
1
2
mD(y˙
2
D + z˙
2
D) +
1
2
mT (y˙
2
T + z˙
2
T ) +
1
2
mC(y˙
2
C + z˙
2
C) +
1
2
ICpendolo γ˙
2
C +
−(mDgzD +mTgzT +mCgzC), (5.17)
dove ovviamente: 
xD = 0,
yD = LD sinαD,
zD = −LD cosαD,
(5.18)

xC = 0,
yC = LD sinαD + LC sinαC + c cos γC − d sin γC ,
zC = −LD cosαD − LC cosαC + c sin γC + d cos γC ,
(5.19)

xT = 0,
yT = LD sinαD + LC sinαC + b cos γC + LT sinαT ,
zT = −LD cosαD − LC cosαC + b sin γC − LT cosαT .
(5.20)
Linearizzando le equazioni del moto si ha:
0
BB@
(mD +mC +mT )L
2
D (mC +mT )LDLC −mCLDd mTLDLT
(mC +mT )LDLC (mC +mT )L
2
C −mCLCd mTLCLT−mCLDd −mCLCd I +mT b2 +mC(c2 + d2) 0
mTLDLT mTLCLT 0 mTL
2
T
1
CCA
0
BB@
α¨D
α¨C
¨˜γC
α¨T
1
CCA +
0
BB@
(mD +mC +mT )gLD 0 0 0
0 (mC +mT )gLC 0 0
0 0 mCgd 0
0 0 0 mT gLT
1
CCA
0
BB@
αD
αC
γ˜C
αT
1
CCA = 0,
(5.21)
dove:
γ˜C = −γC + mT b+mCc
mCd
, (5.22)
mentre:
c = −bmT
mC
e d = −3
2
Laste
maste
mC
, (5.23)
dove le quantita` col pedice “aste” sono riferite alle sbarrette verticali rigide
che servono a bilanciare il sistema (nella sospensione finale serviranno anche
a minimizzare l’accoppiamento della sospensione con il rumore newtoniano
del laboratorio). I rappresenta invece il momento d’inerzia della crociera e
delle aste verticali rispetto ad un asse orizzonate passante per centro della
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crociera ed ortogonale al braccio a cui e` sospesa la massa di test. Risolvendo
numericamente il problema si ottengono i seguenti valori per le frequenze:
f1 ∼ 8.4Hz,
f2 ∼ 1.6Hz,
f3 ∼ 0.62Hz,
f4 ∼ 0.9Hz.
(5.24)
Dall’analisi degli autovettori si puo` vedere che f1 rappresenta il modo in con-
trofase tra αD e αC , f2 rappresenta il modo in controfase tra αC e γC , f3
rappresenta il modo comune di tutto il sistema, mentre f4 rappresenta il modo
in controfase tra γC e αT .
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Capitolo 6
Sistemi di lettura e misure
Per il monitoraggio dei modi della sospensione abbiamo realizzato un sistema
di lettura su piu` livelli. Sulla fibra centrale abbiamo implementato, appena
sotto il damper magnetico, Fig. (6.1), uno shadowmeter per misurare i modi
di pendolo delle fibre. Inoltre grazie allo specchietto montato al centro della
crociera, Fig. (5.4), e` stato possibile realizzare una leva ottica che misura sia la
rotazione attorno alla fibra centrale sia una eventuale componente del modo di
tilt della crociera stessa. Infine al livello della massa di test, sempre sfruttando
uno specchietto posto sopra la massa di test, e` stata realizzata un’ulteriore leva
ottica, piu` complessa della precedente, per misurare sia la rotazione attorno
alla fibra laterale ed eventualmente il tilt della massa di test, sia la traslazione
della massa di test nella direzione ortogonale al braccio della crociera a cui e`
sospesa, indotta dalla rotazione della crociera stessa.
6.1 Lo shadowmeter
I modi di pendolo e di violino delle fibre sono stati monitorati andando a mis-
urare lo spostamento dell’ombra della fibra centrale, proiettatta da un diodo
LED, su un coppia di fotodiodi, Fig. (6.2). I fotodiodi, di lato 5mm, sono
separati da un gap di circa 500µm ed inclinati di 45◦ rispetto all’asse della
fibra in modo da massimizzare la regione sensibile. Tale sistema di lettura
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Figura 6.1: Sistema di lettura shadowmeter: sulla sinistra si possono vedere i
due fotodiodi separati da un gap di circa 500µm, a destra invece, il LED ad
infrarossi.
fornisce informazioni sul moto della fibra in un solo punto e puo` succedere che
qualche frequenza non sia misurabile se produce uno spostamento nullo nel
punto di lettura, come nel caso di moti nella direzione della luce del LED o
se il punto di lettura coincide con un punto nodale. In Fig. (6.3) e` mostra-
to il circuito di preamplificazione e filtraggio del segnale in uscita dai due
fotodiodi montati in configurazione push-pull. Il segnale in uscita da questo
circuito di preamplificazione e` collegato ad un analizzatore di spettri (DATA
PHYSICS©R) che digitalizza il segnale e ne calcola direttamente la PSD (Power
Spettral Density) salvando il tutto in formato MATLAB©R, molto utile per analisi
successive.
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Figura 6.2: Schema di funzionamento dello shadowmeter: in grigio e` indicata
la regione sensibile
Figura 6.3: Schema del circuito di preamplificazione dello shadowmeter.
6.1.1 Risultati sperimentali shadowmeter
Come prima misura abbiamo agganciato direttamente la massa di test alla fibra
in uscita dal damper, realizzando in pratica un semplice doppio pendolo come
schematizzato in Fig. (5.8). Quindi, grazie allo shadowmeter, abbiamo potuto
misurare le frequenze di risonanza di questo semplice sistema. In Fig. (6.4)
si possono osservare le due risonaze a 0.725Hz e 3.225Hz che corrispondono
rispettivamente al modo in fase e a quello in controfase Dopodiche´ abbiamo
filtrato digitalmente la componente a 0.725Hz e ci siamo ricavati la costante
di decadimento dell’ampiezza dell’oscillazione facendo un fit esponenziale del-
l’inviluppo, ottenendo un valore pari a τamp ≈ 50s che e` dell’ordine di quella
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Figura 6.4: Analisi spettrale del segnale in uscita dallo shadowmeter nel caso
di un semplice doppio pendolo: si possono osservare le due risonaze a 0.725Hz
e 3.225Hz che corrispondono rispettivamente al modo in fase e a quello in
controfase. Entrambi i valori coincidono con quelli calcolati analiticamente
(0.75Hz e 0.32Hz) per un doppio pendolo con lunghezze di 16cm e 30cm.
prevista dai calcoli di Par. (5.2.1).
Dopo questa semplice misura abbiamo agganciato al disco del damper la sospen-
sione vera e propria, cioe` una fibra centrale da 100µm lunga 30cm a cui e` sospe-
sa la crociera ed una fibra laterale, agganciata ad un estremo della crociera,
sempre da 100µm e lunga anch’essa 30cm. Le frequenze di pendolo che abbi-
amo misurato sono mostrate in Fig. (6.6). Le 4 frequenze di risonanza misurate
coincidono entro un 10% con quelle previste con l’analisi fatta nel Par. (5.3.2).
Abbiamo inoltre filtrato la componente del modo comune a 0.62Hz misurando
cos`ı la costante di smorzamento dell’ampiezza di tale oscillazione, ed abbiamo
trovato un valore di circa 150s.
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Figura 6.5: Andamento temporale del modo a frequenza 0.725Hz ottenuto
filtrando digitalmete il segnale in uscita allo shadowmeter.
6.2 Leve ottiche
Per la misura dell’angolo di rotazione della fibra centrale (ϕ) nonche´ per la
misura dell’angolo di rotazione della fibra laterale rispetto al sistema di rifer-
imento del laboratorio (θ) abbiamo implementato un sistema di leve ottiche
sfruttando uno specchietto montato al centro della crociera, coassiale con la
fibra ed uno montato sulla massa di test coassiale con la fibra laterale. Prima
di descrivere la realizzazione sperimentale del sistema illustriamo lo schema
ottico. Facendo riferimento alla Fig. (6.7), per il calcolo dello spostamento
dello spot del laser sul piano posto a distanza D dalla lente convergente, in-
seguito ad una rotazione (θ) e ad una traslazione (z) di uno specchio posto a
distanza L dalla medesima lente, al primo ordine basta sommare linearmente
i due effetti. Con semplici ragionamenti geometrici troviamo la relazione:
x =
(
1− D
f
)
2 sin θ0z +
[
L
(
1− D
f
)
+D
]
2θ, (6.1)
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Figura 6.6: Analisi spettrale del segnale in uscita dallo shadowmeter con
la sospensione completa montata: si possono osservere sostanzialmente 4
frequenze di risonanza: 0.62Hz, 1.00Hz, 1.71Hz e 11.3Hz.
e quindi anche: {
∂x
∂z
∼ 1− D
f
,
∂x
∂θ
∼ L
(
1− D
f
)
+D.
(6.2)
Dalle precedenti equazioni troviamo subito che seD corrisponde al piano focale
della lente, allora:
D = f =⇒
{
∂x
∂z
= 0,
∂x
∂θ
= f ,
(6.3)
cioe` il sistema e` insensibile alle traslazioni dello specchio, mentre se D cor-
risponde al piano immagine, allora:
D = q =⇒
{
∂x
∂z
= - q
L
,
∂x
∂θ
= 0,
(6.4)
dove ovviamente:
1
f
=
1
L
+
1
q
=⇒ q = fL
L− f , (6.5)
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(a) (b)
Figura 6.7: Schema per il calcolo della funzione di trasferimento tra una ro-
tazione θ (a) e una traslazione z (b), di uno specchio a distanza L da un lente
convergente di focale f e lo spostamento corrispondente dello spot del laser su
un piano ortogonale all’asse ottico posto a distanza D, dietro la lente.
in questo caso il sistema e` insensibile alle rotazioni. Pertanto posizionando
i nostri sensori su questi piani saremo in grado di misurare separatamente
rotazioni e traslazioni degli specchi.
6.2.1 Leva ottica singola
Come illustrato in Fig. (6.8), un diodo laser (λ = 650nm,W = 5mW ) posto
nel fuoco di una lente convergente (f = 20cm), illumina lo specchietto solidale
con la crociera. La luce riflessa viene a sua volta rifocalizzata da un’ulteri-
ore lente convergente (f = 6cm) su un PSD (Position Sensitive Detector) a
due dimensioni (S5991−01 HAMAMATSU©R). Combinando in maniera opportuna
le correnti in uscita dai quattro elettrodi del sensore di posizione e` possibile
risalire alle variazioni in x e y dello spot che corrispondono alla rotazione dello
specchio attorno alla fibra centrale (x) e alla rotazione attorno all’asse orizzon-
tale parallelo allo specchio (y), cioe` una sorta di tilt della crociera. Poiche´ con
buona approssimazione il centro della crociera non trasla, la funzione di trasfer-
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Figura 6.8: Schema di funzionamento della singola leva ottica implementata
al livello della crociera.
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imento tra la rotazione ϕ e lo spostamento dello spot del laser sul PSD1 (con
1 si indicano tutte le quantita` relative alla leva ottica singola implementata al
livello della crociera) vale:
x1 = feffettiva1 · (2ϕ), (6.6)
con:
feffettiva1 =
[
f +∆f
(
1− L1
f
)]
, (6.7)
dove abbiamo tenuto conto del fatto che il piano del PSD non coincide con
il piano focale per la quantita` ∆f . Tenendo conto delle lunghezze in gio-
co, Fig. (6.8), ∆f ∼ ±1mm equivale ad una variazione della focale di circa
un ∓5%. In particolare considerando il fatto che il PSD utilizzato ha una
risoluzione in spostamento di circa 1.5µm allora con questo sistema siamo in
grado di apprezzare variazioni angolari di ϕ fino a circa 12.5µrad. In Fig. (6.9)
Figura 6.9: Fotografia del sistema di leve ottiche implementato attorno al
prototipo della sospensione.
e` rappresentata la realizzazione sperimentale del sistema di leve ottiche: oltre
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alle varie componenti ottiche (lenti, beamsplitter, etc.), e` possibile osservare le
strutture di sostegno dei PSD dotate di sistemi di movimentazione micrometri-
ci, in particolare per quanto riguarda le due traslazioni sul piano orizzontale e
la rotazione attorno all’asse ottico. Quest’ultima necessaria per fare in modo
che lo spostamento dello spot del laser in seguito ad una rotazione dell’angolo
ϕ produca un segnale solo nell’uscita x del PSD e non anche in quella y. Si
possono inoltre vedere tubi di plastica che limitano le variazioni dell’indice di
rifrazione dell’aria. La traslazione verticale e` affidata ad un semplice sistema
di guide.
Come accennato in precedenza, i PSD utilizzati si presentano come dei fotodi-
odi quadrati di lato 9mm. Ai quattro angoli sono presenti altrettanti contatti
che raccolgono la corrente prodotta dalla luce del laser. Ogni uscita e` am-
plificata separatamente attraverso un circuito di preamplificazione analogo a
quello illustrato in Fig. (6.3). Il segnale in tensione in uscita dal circuito di
preamplificazione e` quindi collegato ad un ingresso di un ADC a 16− bit della
NATIONAL INSTRUMENT©R. Una volta digitizzati tutti e quattro i segnali, una
routine dedicata in LABVIEW©R provvede a combinarli secondo le specifiche del
PSD in modo da fornirci direttamente lo spostamento dello spot del laser
nelle due direzioni, x e y e a registrare il loro andamento nel tempo. Le analisi
successive del segnale sono realizzate sempre con degli script in MATLAB©R.
6.2.2 Leva ottica doppia
Come illustrato in Fig. (6.10), sfruttando uno specchietto coassiale con la fibra
laterale e solidale alla massa di test, abbiamo implementato una seconda leva
ottica del tutto analoga a quella descritta nel precedente paragrafo. L’unica
differenza sta nell’aver posizionato un beamsplitter appena dietro la lente con-
vergente da 6cm in modo da avere due fasci e poter cos`ı posizionare due PSD,
uno come sempre sul piano focale e l’altro sul piano immagine. Per quanto
detto in precedenza saremo cos`ı in grado di apprezzare le rotazioni della mas-
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Figura 6.10: Schema di funzionamento della doppia leva ottica implementata
al livello della massa di test.
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sa di test come spostamenti dello spot sul PSD posizionato sul piano focale
e le traslazioni della massa di test (cioe` le rotazioni della fibra centrale) come
spostamenti dello spot sul PSD posto sul piano immagine. In realta` entrambi
i PSD non saranno esattamente sul piano focale e sul piano immagine. As-
sumendo un errore in posizione di ∆f e ∆q, per i due PSD, i segnali che
misureremo saranno:
PSD2 =⇒ x2 = −2 sin θ∆ff z + 2feffettiva2θ, feffettiva2 =
[
f +∆f
(
1− L2
f
)]
,
PSD3 =⇒ x3 = −2 sin θ
(
q
L
+ ∆q
f
)
z + 2∆q
(
1− L
f
)
θ,
(6.8)
dove con 2 e 3 si indicano le quantita` riferite al sensore di posizione posto
nel piano focale e nel piano immagine rispettivamente della lente convergente
costituente la leva ottica implementata al livello della crociera.
6.2.3 Risultati sperimentali
Come detto nel Par. (6.2.1), dal segnale temporale in uscita dal sensore di
posizione 1, cioe` quello presente nella leva ottica singola, abbiamo calcolato la
PSD (Power Spectral Density), Fig. (6.11). Sfruttando la relazione di Eq. (??)
siamo immediatamente risaliti alla PSD dell’angolo di rotazione della fibra
centrale ϕ e della relativa accelerazione angolare:
Sϕϕ =
1
(2feffettiva1)
2
Sxx1 ,
Sϕ¨ϕ¨ = ω
4Sϕϕ. (6.9)
I risultati ottenuti sono riportai in Fig. (6.12). Poiche´ il grado di liberta`
rotazionale ϕ corrisponde ad un grado traslazionale morbido per la massa
di test, e` interessante tradurre i precedenti spettri in termini di accelerazione
lineare residua e rumore in forza. Per passare all’accelerazione residua basta
tener conto della relazione:
alineare = bϕ¨, (6.10)
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Figura 6.11: Power Spectral Density calcolata sul segnale ricombinato, come
descritto nel Par. (6.2.1), in uscita dal PSD posto sul piano focale della leva
ottica costruita al livello della crociera. Si osservi come la frequenza di risonan-
za misurata vale circa 6mHz in accordo con il valore calcolato in Par. (5.3.1).
Si osservi inoltre che per frequenze superiori a qualche centesimo di Hz siamo
limitati dal rumore del sistema di lettura.
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Figura 6.12: Power Spectral Density dell’angolo di rotazione ϕ della crociera
ottenuta direttamente dal segnale in uscita dal PSD tenendo conto del coef-
ficiente di Eq. (6.6) (a). Power Spectral Density dell’accelerazione angolare
di ϕ ottenuta tenendo conto della relazione di Eq. (6.9) (b). Sopra qualche
centesimo di Hz siamo limitati dal rumore del sistema di lettura percio` per
frequenze superiori, questa Power Spectral Density rappresenta solo un limite
superiore per il rumore in accelerazione (b).
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Figura 6.13: Ampiezza della Power Spectral Density dell’accelerazione lineare
residua del grado di liberta` morbido traslazionale della massa di test.
dove b rappresenta il braccio della crociera. Quello che otteniamo e` mostrato in
Fig. (6.13). Per ottenere invece la PSD del rumore in forza e` necessario usare
la funzione di trasferimento del sistema: assumendo per il grado di liberta` ϕ la
dinamica fissata dall’Eq. (4.17), la funzione di trasferimento puo` essere messa
nella forma:
|H(ω)|2 = 1
Ic +mtb2
1
(ω2 − ω20)2 +
(
ωω0
Q
)2 , (6.11)
dove ω0 si ricava in termini delle quantita` Q e ωrisonanza direttamente misurate:
ω2risonanza = ω
2
0
(
1− 1
4Q
)
. (6.12)
Allora invertendo la relazione:
Sϕϕ = |H(ω)|2b2Sff , (6.13)
si ottiene il rumore residuo in forza sul grado di liberta` morbido traslazionale
della massa di test riportato in Fig. (6.14). Mentre il grado torsionale ϕ della
fibra centrale coincide direttamente con l’angolo che si misura col PSD1, con
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Figura 6.14: Ampiezza della Power Spectral Density del rumore in forza sul
grado di liberta` morbido traslazionale della massa di test.
la leva ottica implementata al livello della massa di test, quello che si misura
tramite lo spostamento dello spot del laser sul PSD2 Fig. (6.15), e` θ mentre il
grado di liberta` torsionale della fibra laterale e` θ−ϕ. Allora tendo conto delle
relazioni di Eq. (??),(6.8):{
x1(t) = 2feffettiva1ϕ(t),
x2(t) = 2feffettiva2θ(t)− 2 sin θ0 ∆ff (bϕ(t)),
(6.14)
si ottiene:
(θ − ϕ)(t) = 1
2feffettiva2
x2(t)−
2feffettiva2 − 2 sin θ0 ∆ff b
4feffettiva1feffettiva2
x1(t). (6.15)
A questo punto con considerazioni analoghe a quelle fatte in precedenza per il
segnale in uscita dal PSD1, possiamo calcolare la Power Spectral Density del-
l’angolo θ−ϕ Fig. (6.16) e quindi la Power Spectral Density dell’accelerazione
angolare residua Fig. (6.17). Passando attraverso la funzione di trasferimen-
to calcolata sempre a partire da Eq. (4.17), possiamo inoltre ricavare la del
rumore in momento Power Spectral Density Fig. (6.18) del grado rotazionale
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Figura 6.15: Power Spectral Density calcolata sul segnale ricombinato, come
descritto nel Par. (6.2.1), in uscita dal PSD posto sul piano focale della leva
ottica costruita al livello della massa di test. Si osservi come le frequenze di
risonanza misurate valgono circa 6mHz e 120mHz in accordo con i valori cal-
colati in Par. (5.3.1). Purtroppo, vista sostanzialmente la dinamica estrema-
mente lenta della sospensione, non e` stato possibile riuscire a posizionare i
PSD esattamente nel piano focale e nel piano immagine della leva ottica, per
cui su entrambi i PSD si possono leggere le due risonanze del sistema.
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Figura 6.16: Power Spectral Density dell’angolo di rotazione θ − ϕ, calcolata,
come descritto nel Par. (6.2.3), utilizzando i segnali in uscita dal PSD1 e dal
PSD2.
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Figura 6.17: Ampiezza della Power Spectral Density dell’accelerazione angolare
residua sul grado di liberta` rotazionale morbido della massa di test.
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Figura 6.18: Ampiezza della Power Spectral Density del rumore in momento
sul grado di liberta` rotazionale morbido della massa di test.
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Figura 6.19: Power Spectral Density calcolata sul segnale ricombinato, come
descritto nel Par. (6.2.1), in uscita dal PSD posto sul piano immagine della
leva ottica costruita al livello della massa di test. Purtroppo, vista sostanzial-
mente la dinamica estremamente lenta della sospensione, non e` stato possibile
riuscire a posizionare i PSD esattamente nel piano focale e nel piano immag-
ine della leva ottica, per cui anche in questo caso si possono leggere entrambe
le risonanze del sistema.
morbido della massa di test. In Fig. (6.19) e` infine riportato per completezza
il segnale in uscita dal PSD3 da cui si possono ottenere risultati analoghi ai
precedenti.
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Capitolo 7
Il pendolo roto-traslazionale:
disegno finale
Oltre al lavoro di progettazione teorica dell’esperimento illustrato nel Cap. (4)
e al lavoro di progettazione e implementazione del prototipo su banco descrit-
to nei Cap. (5), (6), in questo lavoro di tesi ci siamo occupati della proget-
tazione e realizzazione del doppio pendolo finale: scelta dei materiali e disegno
di tutte le componenti meccaniche, studio di una procedura di montaggio e
conseguente scelta delle movimentazioni necessarie, sistema da vuoto, sistema
d’acquisizione, messa in opera delle fibre di torsione mediante incollaggio, real-
izzazione dell’elettronica per la gestione sia in fase di sensing che di attuazione
del sensore capacitivo, il cui funzionamento e caratterizzazione sono e riman-
gono l’obbiettivo principale di tutto l’esperimento.
Vista la complessivita` globale della facility abbiamo spesso cercato di fare
scelte conservative, sfruttando la conoscenza accumulata sul sistema ad un
grado di liberta`, ma non abbiamo risparmiato anche scelte diverse, non solo
dove le nostre esigenze differivano da quelle del singolo pendolo, ma anche
puntando su scelte tecniche alternative a quelle adottate per la facility ad un
grado di liberta`. In questo capitolo vogliamo fare il punto della situazione su
questo lavoro, cercando di mettere in luce sia quello che di originale abbiamo
introdotto, sia quello che abbiamo riprodotto.
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Figura 7.1: Fotografia della camera da vuoto in Al che deve contenere il pendolo
rototraslazionale.
7.1 Apparato sperimentale
Tenendo conto delle valutazioni riportate nel Cap. (4) soprattutto per quanto
riguarda l’ingombro geometrico della sospensione finale abbiamo progettato
una camera da vuoto cilindrica in Al5083 alta circa 3m e di diametro 1m,
Fig. (7.1). La scelta dell’Al, pur presentando difficolta` di lavorazione maggiori
rispetto all’acciaio che di solito viene usato per questo tipo di realizzazioni
assicura pero` una maggiore pulizia magnetica nelle immediate vicinanze del
pendolo roto-traslazionale. In Fig. (7.2) e` riportata una vista della camera da
vuoto che mostra la struttura rigida di sostegno a cui sospendere il pendolo
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roto-traslazionale, gli elementi costituenti la sospensione vera e propria (fili,
crociera, aste verticali e massa di test), tutte le movimentazioni meccaniche
necessarie sia per il montaggio delle fibre sia in fase di misura.
7.1.1 Pendolo di torsione a due gradi di liberta`
Figura 7.2: Pendolo roto-traslazionale per il disaccoppiamento di due gradi di
liberta`.
In Fig. (7.2), e`
mostrato il pendolo roto-traslazionale. Ad una fibra centrale di W lunga circa
1m e con diametro di 100µm, e` sospesa una crociera in Al, Fig. (7.3) (a). Il
profilo della crociera e le sue dimensioni geometriche sono in accordo con le
richieste di sensibilita` e di rigidita` espresse nel Cap. (4), si veda Eq. (4.24),
(4.25) e Tab. (4.1). Ad un estremo della crociera e` fissata una seconda fibra di
torsione, sempre di W, 1m di lunghezza e 25µm di diametro, a cui e` sospesa
la massa di test, Fig. (7.3) (b). Infine, per il bilanciamento del momento di
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(a) (b)
Figura 7.3: Particolare dell’aggancio della crociera con la fibra centrale (a) e
della massa di test con shaft e specchio alla fibra laterale (b).
quadrupolo gravitazionale della sospensione, discusso nel Par. (4.3), ad ogni
estremo della crociera sono fissate rigidamente delle aste verticali con lo scopo
di sorreggere, al livello della massa di test, delle masse equivalenti.
L’asta fissata all’estremo a cui e` sospesa la massa di test e` piu` corta delle al-
tre per fare posto allo shaft e allo specchietto per la lettura ottica. La fibra
centrale da 100µm non e` agganciata direttamente alla struttura di sostegno,
ma ad un sistema di smorzamento passivo delle oscillazioni di pendolo uguale
a quello studiato sul prototipo da banco nel Cap. (5): abbiamo la possibilita`
di scegliere se utilizzare una fibra di pre-aggancio da 200µm o addirittura da
500µm.
Agli estremi della crociera, come si nota in Fig. (7.3) (a), abbiamo gia` predis-
posto dei dischi, sempre di Al, per la realizzazione di uno stadio di smorzamento
per il modo torsionale della fibra centrale, come discusso nel Cap. (5). Al mo-
mento della stesura di questa tesi, sono invece ancora sotto studio le ipotesi di
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realizzare uno stadio di attuazione sulla crociera (potrebbe essere determinante
soprattutto in fase di montaggio della sospensione) e di realizzare un secondo
sensore capacitivo attorno alla massa di bilanciamento gravitazionale opposta
alla massa di test per diminuire gli accoppiamenti tra i modi di pendolo e i
modi torsionali della sospensione. Infatti a causa dell’accoppiamento elettro-
statico che si instaura tra sensore capacitivo e massa di test, una oscillazione di
pendolo nella direzione del grado di liberta` traslazionale morbido della massa
di test innesca una forza sulla massa di test, che se non bilanciata sulla massa
opposta, puo` dar luogo ad un momento torsionale sulla fibra centrale.
7.1.2 Incollaggio delle fibre
Fino ad ora abbiamo sempre tralasciato come realmente avviene l’aggancio tra
le fibre di W e le varie componenti meccaniche della sospensione. La cosa meri-
ta una piccola riflessione visti soprattutto i piccoli diametri di queste fibre, in
particolar modo quello della fibra laterale. La tecnica di fissaggio prescelta, in
continuita` con l’esperienza sviluppata sul pendolo ad un grado di liberta` [62],
e` quella dell’incollaggio. I vantaggi di questa tecnica rispetto ad un fissaggio
tradizionale in cui la fibra e` schiacciata tra due superfici, sono molteplici. In-
nanzitutto si tratta di un fissaggio molto piu` “delicato”: le fibre, pur essendo
caricate a circa il 70% del carico di rottura, preservano le loro caratteristiche
quali il fattore di qualita` e il modulo di elasticita`, senza introdurre inoltre stress
locali che ne potrebbero compromettere la tenuta. Inoltre un incollaggio per-
mette di realizzare facilmente un sistema di fissaggio a simmetria cilindrica.
Tale tecnica presenta pero` anche delle difficolta`, legate alla poca maneggia-
bilita` di fibre cos`ı sottili. Descriviamo ora brevemente la procedura seguita.
Prima di utilizzare le fibre, vanno svolte e successivamente sospese con pesi
equivalenti ai carichi finali che dovranno sostenere: nel giro di qualche ora le
fibre si assestano, aumentando la loro lunghezza dell’1% circa. Dopo questa
fase le fibre sono pronte per essere incollate: la fibra da 25µm viene inserita
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Figura 7.4: Particolare che illustra la tecnica d’incollaggio delle fibre di torsione
di W da 25µm.
in un capillare d’acciaio con diametro interno di 80µm ed esterno di 200µm a
sua volta incollato all’interno di un tubicino con diametro interno da 250µm
ed esterno di 1.6mm. La fibra da 100µm viene invece direttamente inserita nel
tubicino con diametro esterno da 1.6mm. Questo tubicino puo` essere filettato
e quindi fissato a tutte le componenti. La colla utilizzata e` una colla bicom-
ponente conduttrice da alto vuoto, che ha un alto valore di LSS (Lap Shear
Strength), circa 107Pa@23◦C, che rappresenta la tensione che puo` sopportare,
per cui tenendo conto del carico che dobbiamo sospendere, troviamo che la
superficie minima d’incollaggio vale:
S ≥ mg
LSS
, (7.1)
che ad esempio per la fibra da 100µm corrisponde ad una lunghezza di circa
6mm .
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7.1.3 Movimentazioni meccaniche
Le movimentazioni meccaniche implementate all’interno della camera da vuo-
to hanno principalmente lo scopo di posizionare in maniera precisa la massa
di test all’interno del sensore capacitivo (in fase di misura la massa di test
dovra` essere centrata a meno di qualche decina di µm), pertanto la scelta di
dove e quali movimentazioni utilizzare e` strettamente legata alla procedura di
montaggio che abbiamo elaborato. In riferimento alla Fig. (7.5), i gruppi di
movimentazione sono:
Figura 7.5: Schema della facility con evidenziate le movimentazioni
meccaniche.
• A: asse verticale z ±50mm manuale (bloccaggio crociera),
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• C: assi orizzontali x, y ±20mm manuali, asse verticale z ±50mm man-
uale, rotazione attorno all’asse z 360◦ manuale (allineamento tra il punto
di sospensione e la spina di centraggio della crociera),
• D: rotazione attorno all’asse verticale z 360◦ manuale (allineamento tra
massa di test e il sensore),
• E: assi orizzontali x − y ±12.5mm remoto, asse verticale z ±50mm re-
moto, rotazione attorno agli assi x− y ±3◦ remoto, rotazione attorno al-
l’asse z ±10◦ remoto (posizionamento fine del sensore attorno alla massa
di test).
Tutte le movimentazioni manuali indicate, tranne la D, sono predisposte per
essere eventualmente comandate da remoto, come la movimentazione E, dove
gli spostamenti sono pilotati da dei motori passo passo che dotati di un ulteriore
stadio di riduzione permettono passi di 5µm.
7.2 Sistema da vuoto
Il vuoto viene relizzato in maniera standard: una pompa rotativa fa un pre-
vuoto dell’ordine di 10−3mbar, a questo punto entra in funzione in serie anche
una pompa turbomolecolare direttamente fissata ad una flangia della camera
da vuoto che riesce a portare il vuoto fino a qualche unita` in 10−6mbar. Questo
valore e` piu` che sufficiente per eliminare problemi legati alla viscosita`. Il
rumore residuo in accelerazione dovuto al rumore termico del gas residuo sulla
massa di test di LISA (P ∼ 10−5Pa) puo` essere infatti stimato in [83]:
S1/2ath =
√
4kBT
mτ
≈ 0.6 · 10−15ms−2Hz−1/2, (7.2)
dove:
τ =
m
PA
√
kBT
mgas
, (7.3)
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Figura 7.6: Ampiezza della PSD del segnale misurato con un accelerometro
mono assiale, fissato sulla camera da vuoto, nel caso in cui la pompa rotativa
e` in funzione (a) e nel caso in cui invece e` spenta (b).
e` la costante di tempo di smorzamento del moto con A superficie della massa
di test.
Piuttosto, una pressione residua di 10−6mbar potrebbe non bastare a causa di
effetti legati ai gradienti di temperatura che si possono instaurare nelle vici-
nanze della massa di test di cui parleremo piu` diffusamente nel Par. (7.4). E`
quindi in esame la possibilita` di migliorare l’efficienza del nostro sistema da
vuoto, per esempio introducendo un ulteriore stadio di pompaggio. Abbiamo
fatto delle semplici misure per capire l’entita` del rumore in vibrazione introdot-
to dalle pompe da vuoto, in particolare dalla pompa rotativa. In Fig. (7.6) sono
riportati gli spettri in ms−2/
√
Hz del segnale misurato con degli accelerometri
piezoelettrici ad un asse, nel caso in cui la pompa e` accesa e nel caso in cui
e` spenta. Come si puo` vedere dai grafici la pompa introduce del rumore ad
alta frequenza, sopra qualche Hz, rispetto alla nostra banda d’interesse, la cui
ampiezza e` comunque contenuta. Inoltre le vibrazioni della pompa rotativa e
conseguentemente del tubo di collegamento con la camera da vuoto, saranno
smorzate con un semplice sistema di contenitori di sabbia.
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7.3 Read-out e attuazione
L’apparato sperimentale dispone di 2 dispositivi di lettura per i gradi di liberta`
morbidi della massa di test:
• sensore capacitivo che provvede anche all’attuazione,
• autocollimatore commerciale.
L’integrazione del sensore capacitivo non e` ancora avvenuta, ne daremo per-
tanto solo una breve descrizione. Per l’autocollimatore commerciale e` invece
gia` stata verificata la sua compatibilita` con la sensibilita` di misura richiesta.
7.3.1 Sensore capacitivo
Come piu` volte sottolineato, l’obbiettivo dell’allestimento di questo esperimen-
to e` lo studio delle proprieta` di funzionamento del sensore capacitivo, cuore del
sistema di controllo drag-free di LISA e LISA PF. Il sensore di cui disponiamo
e` un prototipo in Al, Fig. (7.7), sviluppato e testato per il pendolo ad un grado
di liberta`. Su ogni faccia interna e` sistemata una coppia di elettrodi sempre in
Al, separati da SHAPAL, che ci permettono la lettura e l’attuazione su tutti
e 6 i gradi di liberta`. Inoltre sulle 2 facce orizzontali sono montati 2 ulteriori
elettrodi a cui e` applicato un segnale V0 sin(2pift), con V0 = 5V e f = 100kHz
che tiene la massa ad una tensione di circa VRMS ∼ 0.6V . Per quanto riguarda
l’elettronica di lettura e di attuazione e` stata realizzata una copia di quella del
pendolo ad un grado di liberta`, Fig. (7.8) in attesa di poter ottenere succes-
sivamente una copia dell’elettronca di volo e poter quindi validare parte delle
leggi di controllo necessarie per LISA e LISA PF.
L’acquisizione di tutti i segnali, sia quelli provenienti dal sensore capaciti-
vo che quelli provenienti dagli altri dispositivi di monitoraggio, e` realizzata
campionando i segnali ad una frequenza di 10Hz:
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Figura 7.7: Foto del prototipo del sensore in Al che dobbiamo integrare nel-
la nostra facility. La doratura e` necessaria per ridurre al minimo eventuali
accumuli di carica che si possono verificare specialmente in prossimita` degli
angoli.
• sensore capacitivo, magnetometri e sensori di temperatura → ADC a
16bit → PC,
• motori passo passo ← DAC 16bit ← PC,
• autocollimatore e sensori da vuoto → porta seriale PC.
7.3.2 L’autocollimatore
Oltre alla lettura effettuata con il sensore capacitivo, l’apparato sperimentale e`
dotata di un ulteriore sistema di lettura per quanto riguarda i gradi di liberta`
morbidi della massa di test. Si tratta di un di autocollimatore commerciale
che verra` posto al livello della massa di test (come gia` detto e` in studio anche
l’ipotesi di acquistarne un secondo da porre al livello della crociera) e sfruttan-
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Figura 7.8: Schema a blocchi dell’elettronica di sensing ed attuazione in cui
e` anche indicato la posizione delle vaire componenti all’interno della facility
[51].
do lo specchietto montato sulla massa di test, misurera` la rotazione della fibra
laterale. In realta`, trattandosi di un dispositivo a 2 dimensioni, e` in grado di
apprezzare anche i modi di pendolo. Le specifiche danno una sensibilita` nomi-
nale di 5nrad ed un intervallo di ±7.3mrad per distanze dell’ordine del metro.
Le velocita` di campionamento sono multiple di 0.04s per cui la massima fre-
quenza misurabile risulta essere 12.5Hz. In Fig. (7.9) e` riportata l’ampiezza
della PSD del segnale in uscita dall’autocollimatore. La misura e` stata fatta
con uno specchietto rigidamente fissato all’obbiettivo dello strumento e ponen-
do il tutto all’interno di un contenitore che provvedeva ad un buon isolamento
termico per cercare di contenere il rumore a bassa frequenze sostanzialmente
dovuto a derive di tipo termico. Quello che abbiamo ottenuto e` uno spet-
tro sostanzialmente piatto in frequenza, sotto i 50nrad/
√
Hz, nella banda da
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Figura 7.9: Ampiezza della PSD calcolata sul segnale ottenuto in uscita da
un autocollimatore con uno specchietto rigidamente fissato allo strumento e
operando in condiziooni di un buon isolamento termico.
10−4Hz a 1Hz. In fase di misura ci aspetteremo prestazioni inferiori perche´ la
misura non sara` piu` di tipo differenziale: specchietto ed autocollimatore non
saranno rigidamente connessi.
7.4 Monitoraggio dei disturbi ambientali
Vista l’elevata sensibilita` richiesta al nostro apparato sperimentale, diventa
indispensabile tenere sotto controllo, e dove e` possibile anche schermare, tutti
gli eventuali disturbi esterni che possono pregiudicare le prestazioni del pen-
dolo roto-traslazionale. Con l’esperienza maturata sul pendolo ad un grado di
liberta` [51] le principali fonti di disturbi ambientali sono:
• tilt del suolo,
• fluttuazioni del campo magnetico,
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• variazioni di temperatura.
Oltre a questi contributi il nostro apparato sperimentale soffrira` di un ulteri-
ore accoppiamento, quello con il rumore gravitazionale soprattutto di origine
antropica del laboratorio. Sul pendolo ad un grado di liberta` questo rumore
gravitazionale non e` rilevante vista la piccola estensione geometrica del pen-
dolo e la sua elevata simmetria. Misure preliminari realizzate presso l’Univer-
sita` di Trento, sempre con un pendolo ad un solo grado di liberta`, ma con 4
masse, e quindi geometricamente piu` esteso, suggeriscono un accoppiamento
minore di quello calcolato nel Par. (4.3). Sono state effettuate misure diurne
e notturne con due disposizioni delle masse, una a simmetria cilindrica, ed
una fortemente asimmetrica. I risultati delle misure notturne nel caso asim-
metrico, danno risultati simili a quelli diurni del caso simmetrico, da cui si
puo` dedurre che il rumore newtoniano di natura antropica e` dominante [84].
Purtroppo pero` vista la difficolta` di calcolare lo sbilanciamento del momento
di quadrupolo del nostro pendolo roto-traslazionale, supponendo ragionevol-
mente di essere in una situazione intermedia tra quella simmetrica e quella
asimmetrica, possiamo prevedere che questo accoppiamento potrebbe essere
critico per la misura. Ci riserviamo comunque, di verificare sperimentalmente
con il nostro apparato e nel nostro laboratorio la rilevanza del rumore new-
toniano. Vediamo ora brevemente come sia invece possibile tener conto dei
contributi precedentemente elencati.
7.4.1 Tilt del suolo
Il tilt del suolo causato sia dal microsisma che dall’attivita` antropica intorno
all’esperimento puo` accoppiarsi direttamente con i gradi di rotazione delle fibre
in due modi:
• attraverso le imperfezioni del sistema di aggancio della fibra: una incli-
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Figura 7.10: Rumore in momento del pendolo di torsione ad un grado di liberta`
(nero) e rumore residuo (grigio) una volta volta sottrato il segnale di tilt: si
osservi come a bassa frequenza cio` fa avvicinare i dati sperimentali al limite
dello strumento (linea tratteggiata) [76].
nazione del punto di sospensione puo` comunicare una coppia alla fibra,
twist-tilt [57],
• oppure la traslazione della massa di test all’interno del sensore a causa
del tilt puo` produrre delle interazioni di tipo elettrostatico, tipicamente
tra la massa di test e eventuali dielettrici non schermati nelle vicinanze,
che possono dar luogo ad un momento di torsione, trans-twist [48], [51].
L’esperienza maturata con il pendolo di torsione ad un grado di liberta`, in cui
si riesce a misurare il tilt direttamente con il sensore capacitivo misurando le
traslazioni della massa di test, ci permette di concludere che l’effetto di twist-tilt
e` sostanzialmente trascurabile ed il merito e` da ascrivere all’ottimo sistema di
incollaggio della fibra di torsione che assicura una elevata simmetria del punto
di sospensione. Per quanto riguarda invece l’effetto di trans-twist l’esperienza
sul pendolo ad un grado di liberta` ci dice che molto dipende dalla cura con
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cui si integrano tutte le componenti dielettriche attorno al sensore: in run di
misura differenti si sono osservati comportamenti molto diversi. In particolare
si e` visto che schermando opportunamente i dielettrici l’effetto risulta non
apprezzabile: non c’e` correlazione alcuna tra il tilt misurato ed un eventuale
eccesso di rumore in momento sulla fibra di torsione. Nei primi run invece,
un eccesso di rumore a bassa frequenza veniva quasi totalmente compensato,
andando a sottrarre off-line dai dati il segnale del tilt convertito in momento,
Fig. (7.10). Osserviamo pero` che il tilt del laboratorio dove e` implementato
il pendolo ad un grado di liberta` e` solo quello dovuto al microsisma poiche` il
pavimento su cui poggia il pendolo di torsione e` disaccoppiato dal resto del
laboratorio.
7.4.2 Fluttuazioni del campo magnetico
Le fluttuazioni del campo magnetico locale dovute alle variazioni di temper-
atura e all’attivita` antropica si accoppiano al grado di liberta` rotazionale della
massa di test attraverso il suo momento magnetico residuo:
~τmagnetico = ~µ ∧ ~B, (7.4)
L’Eq. (7.4) puo` essere sviluppata tenedo conto del fatto che la massa di test
si muove su 2 gradi di liberta` e l’unico grado di liberta` rotazionale sensibile e`
quello verticale (in questa fase l’asse y):
~τmagnetico ≈ ~µ0 ∧ ~B + ∂~µ
∂θ
θ(t) ∧ ~B + ~µ0 ∧ ∂
~B
∂x
x(t), (7.5)
dove ~µ0 e` il momento magnetico della massa di test nella posizione di equilibrio
e θ e x sono invece come sempre i due gradi di liberta` morbidi della massa di
test. Esplicitando i conti si trova:
τmagneticoy ≈ (µz0 − µx0θ(t))Bx−(µx0 − µz0θ(t))Bz+µz0x(t)
∂Bx
∂x
−µx0x(t)
∂Bz
∂x
,
(7.6)
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Figura 7.11: Fotografia del sistema di monitoraggio magnetico realizzato dove
andra` posizionato il sensore capacitivo.
dove µx0 e µz0 sono le componenti del momento magnetico della massa di test
nella posizione di riposo nel piano orizzontale. Nella precedente equazione i
termini proporzionali a θ possono essere trascurati visto che in fase di misura
i valori degli angoli sono dell’ordine di qualche centinaio di µrad. Particolar-
mente fastidiosi risultano gli ultimi 2 termini che accoppiano direttamente il
grado di liberta` traslazionale con un momento di torsione della fibra. Pertan-
to oltre a valutare il contributo del campo magnetico occorre anche valutare
le derivate delle componenti del campo lungo il grado traslazionale morbido.
E` stata per questo effettuata una campagna di misure utilizzando 3 sonde
magnetiche triassiali poste direttamente sulla base dove verra` posizionato il
sensore capacitivo, come illustrato in Fig. (7.11). In questo modo oltre a mis-
urare il campo magnetico al centro possiamo fare una valutazione anche delle
derivate lungo x. Fortunatamente il contributo in termini di densita` spettrale
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Figura 7.12: Ampiezza della PSD calcolata sulle componenti orizzontali del
campo magnetico misurato dalla sonda centrale (a) e la stessa misura ma con
un cilindro di µ-metal attorno alla sonda centrale (b).
delle derivate tenendo conto di spostamenti dell’ordine del mm risulta essere
circa un fattore 1000 piu` piccolo del contributo delle componenti del campo.
Pertanto il contributo in termine di rumore dovuto alle fluttuzioni del campo
magnetico puo` essere messo nella forma:
S1/2τmagnetico ≈
√
µ2z0SBx + µ
2
x0
SBz . (7.7)
Utilizzando le quantita` riportate in Fig. (7.12) abbiamo calcolato la quantita`
di Eq. (7.7) in 2 casi: sonda centrale direttamente appoggiata sulla base della
movimentazione e sonda centrale inserita in un cilindro di µ-metal, i risul-
tati ottenuti sono riportati in Fig. (7.13): possiamo vedere che l’isolamento
magnetico realizzato con lo schermo di µ-metal abbassa di circa un fattore 5
il rumore magnetico sul grado torsionale della massa di test. Entrambi sono
comunque sotto la sensibilita` dello strumento.
Per il calcolo del contributo in coppia e` stato utilizzato il valore del momento
magnetico misurato sul pendolo ad un grado di liberta` per una massa di test
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Figura 7.13: Spettro del rumore in momento sulla fibra di torsione della massa
di test dovuto al all’accoppiamento tra le fluttuazioni del campo magnetico e
il momento magnetico residuo della massa di test: in blu e` riportato il caso
in cui la sonda magnetica e` racchiusa all’interno di un cilindro di µ-metal, in
rosso il caso senza schermo magnetico. In figura e` anche riportata la curva
teorica di sensibilita` della facility, a bassa frequenza si e` limitati dal rumore
termico della fibra, mentre ad alta frequenza dal sensing.
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in Ti [51]:
µx0 = (1.916± 0.005)10−9Am2,
µz0 = (6.53± 0.03)10−9Am2. (7.8)
7.4.3 Variazioni di temperatura
Come gia` accennato nel Cap. (3) durante la descrizione del pendolo ad un
grado di liberta`, le variazioni di temperatura si accoppiano in vario modo alla
torsione delle fibre. In particolare come gia` detto, le fluttuazioni di temper-
atura producono sia moti di tilt dell’intero apparato (a bassa frequenza per-
cio` ci aspettiamo una correlazione tra le variazioni di temperatura e l’effetto
trans-twist), sia variazioni nella posizione di equilibrio della fibra attraverso la
dipendenza da T della costante elastica della fibra. Monitorare e mantenere la
temperatura controllata, come realizzato per il pendolo ad un grado di liberta`,
risulta pertanto cruciale per la riuscita dell’esperimento.
Oltre agli accoppiamenti diretti di cui abbiamo gia` parlato, c’e` da tener conto
di ulteriori contributi legati alla temperatura e piu` precisamente ai gradienti di
temperatura che si possono verificare sul sensore capacitivo. Come illustrato
in [85] i contributi al rumore in forza sulla superficie A della massa di test,
dovuti ai gradienti di temperatura attorno alla massa di test possono essere
raggruppati in:
• Outgassing. Una differenza di temperatura delle varie zone del sensore
produce una fuoriuscita di molecole diversa da zona a zona e questo puo`
dar luogo a forze nette sulla massa di test:
S
1/2
F∆T
≈ A
4
GQTA
T 2
S
1/2
∆T , (7.9)
dove G e` un fattore geometrico che dipende da come e` fatto il sensore, Q
e` il rate di outgassing interno al sensore e TA e` la temperatura effettiva
di attivazione del fenomeno.
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• Effetto radiometrico. I gradienti di temperatura possono indurre pres-
sioni diverse sulle facce della massa di test, provocando percio` un rumore
in forza che puo` essere espresso:
S
1/2
F∆T
≈ A
4
P
T
S
1/2
∆T , (7.10)
dove ovviamente P e` la pressione residua all’interno del sensore (osservare
che tale pressione e` senz’altro maggiore di quella della camera da vuoto
a causa dell’outgassing del sensore stesso) e T e` la temperatura.
• Pressione di radiazione. Zone del sensore a temperature diverse emettono
radiazione a frequenza diversa e quindi l’impulso trasferito alla massa di
test e` diverso da zona a zona:
S
1/2
F∆T
≈ 8σ
3c
AT 3S
1/2
∆T , (7.11)
dove σ e` la costante di Stefan-Boltzmann e c e` la velocita` della luce.
Tentare di modellare al meglio questi fenomeni non solo e` necessario per riuscire
a raggiungere la sensibilita` di progetto del nostro apparato, ma e` fondamentale
per capire il loro peso nel budget totale di rumore di LISA. Senza entrare nei
dettagli sperimentali adottati per il pendolo ad un grado di liberta`, accenniamo
solo al fatto che con dei riscaldatori e delle termocoppie posizionati opportu-
namente sul sensore e` possibile fare tutta una serie di misure per capire il ruolo
di ognuno dei tre contributi. In particolare si puo` affermare che il contributo
maggiore e` dovuto all’effetto radiometrico, mentre il contributo degli altri due
diventa rilevante solo a bassa pressione e in genere viene valutato andando
ad estrapolare i dati per P −→ 0. Il problema dell’outgassing e` il piu` diffi-
cile da modellare perche` non e` ovvio capire come il riscaldamento introdotto si
ripartisca sul sensore e quindi dove maggiore avverra` la fuoriuscita di molecole.
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7.5 Laboratori Nazionali del Gran Sasso
Come illustrato nel Cap. (3) e nel precedente Par. (7.4) nella descrizione del
pendolo ad un grado di liberta`, i rumori ambientali rappresentano un limite
alla sensibilita` intrinseca della sospensione che e` data dal rumore termico del-
la fibra a bassa frequenza (sotto la risonanza torsionale della fibra) e dalla
sensibilita` del sensore capacitivo a piu` alta frequenza. Cruciale sara` pertanto
scegliere un sito “quieto” in cui allestire il nostro esperimento. Cio` permet-
tera` di raggiungere piu` facilmente le migliori prestazioni del doppio pendolo
di torsione riducendo gli sforzi per minimizzare i rumori ambientali come ad
esempio:
• schermaggio per quanto riguarda variazioni di temperatura e di campo
magnetico,
• controllo attivo per il sistema di termostatazione e per il tilt del pavi-
mento,
• attento disegno della sospensione per la massimizzazione del disaccoppi-
amento dei gradi di liberta` soft.
Tra i punti precedenti gli aspetti che piu` difficilmente possono essere risolti
sono sicuramente il controllo attivo del tilt del pavimento, viste soprattutte le
basse frequenze, (10−3÷10−1)Hz, a cui siamo interessati, e il disaccoppiamento
della massa di test dal rumore newtoniano visto soprattutto che il momento
gravitazionale del pendolo roto-traslazionale e` decisamente piu` consistente che
nel caso ad un solo grado di liberta`. Pertanto una scelta ottimale del sito in cui
allestire il nostro esperimento diventa fondamentale. La scelta e` attualmente
ricaduta su LNGS (Laboratori Nazionali del Gran Sasso). Porsi in tale luogo
ci consentirebbe di minimizzare gli effetti di:
• Rumore sismico. Ridotto rumore antropico (purche` la sala dove verra`
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allestito l’esperimento sia disaccoppiata acusticamente dal resto dei lab-
oratori ed accoppiando il pavimento direttamente agli strati di roccia
sottostanti) e ridotti effetti di microsisma che in genere interessano gli
strati piu` superficiali della crosta terrestre.
• Rumore newtoniano. Essere circondati da roccia assicura fluttuazioni
minime del gradiente del campo gravitazionale in presenza di variazioni
di distribuzioni di massa circostanti causate dal rumore sismico, dalla
variazioni di temperatura e dalle condizioni metereologiche.
• Variazioni di temperatura. Le variazioni di temperatura possono esse
stesse essere la causa di tilt e di rumore newtoniano a causa delle defor-
mazioni geometriche che producono, pertanto e` fondamentale un ambi-
ente in cui i tempi scala di variazione della temperatura siano fuori dalla
nostra banda d’interesse (sopra il giorno).
In Tab.(7.1), e` riportato un confronto tra i valori di tilt misurato presso i
laboratori di Trento e quelli del gran Sasso.
Freq Trento LNGS
(Hz) (µrad/
√
Hz) (µrad/
√
Hz)
10−2 0.04 0.05
10−3 0.3 0.1
10−4 3 0.6
Tabella 7.1: Confronto tra misure di tilt fatte a Trento e ai laboratori LNGS
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Il lavoro svolto in questa tesi si colloca all’interno della campagna di test a
Terra per lo sviluppo del sistema drag-free per il sensore inerziale delle future
missioni spaziali LISA E LISA PF. Per la riuscita di queste missioni sara` in-
fatti cruciale disporre di un sistema di controllo delle masse di test che non
interferisca con il loro moto di caduta libera a livelli, ad oggi, non ancora rag-
giunti.
Cercare di verificare sulla Terra tale sistema richiede in primo luogo uno sfor-
zo notevole per riprodurre le condizioni di volo della massa di test: occorre
cioe` trovare il modo di disaccoppiare dall’ambiente quanti piu` gradi di liberta`
possibili della massa di test. La presenza dell’accelerazione di gravita` limita
sostanzialmente a 3 i gradi di liberta` che possono essere resi morbidi. Ad oggi
i risultati piu` brillanti in termini di sensibilita` si sono ottenuti con un pendolo
di torsione ad un grado di liberta`, sfruttando la piccola costante di richiamo
di fibre di W.
Sulla scia di questi risultati in questo lavoro di tesi mi sono occupato dello
studio, della progettazione e della messa in opera di un apparato sperimentale
che permetta di avere 2 gradi di liberta` morbidi. Dopo aver analizzato piu`
soluzioni la scelta finale e` ricaduta su un doppio pendolo di torsione che assi-
cura il disaccoppiamento di un grado di liberta` traslazionale orizzontale e del
grado rotazionale attorno all’asse verticale. Nel Cap. (4), mi sono occupato
del dimensionamento del doppio pendolo roto-traslazionale (scelta delle fibre
di torsione e delle dimensioni della crociera) rispettando i limiti di sensibilita`
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richiesta. Successivamente mi sono occupato della relizzazione di un prototipo
da banco della sospensione necessaria per valutare scelte costruttive per il pen-
dolo finale e per approfondire la dinamica di tale dispositivo. In particolare il
risultato principale ottennuto e` stato lo studio di un sistema di smorzamento
per i modi di pendolo che mi ha poi permesso di progettarne uno analogo per
il modo torsionale della fibra centrale. Per lo studio della dinamica di questo
prototipo ho realizzato un sistema di lettura su piu` livelli: uno shadowmeter
per monitorare i modi di pendolo, mentre un sistema di leve ottiche per mon-
itorare i modi di torsione. I risultati ottenuti sono riportati nel Cap. (6) e
risultano in buon accordo con i calcoli teorici del Cap. (5). Infine, ho iniziato
la costruzione del doppio pendolo di torsione finale, soprattutto per quanto
riguarda le componenti meccaniche e il sistema da vuoto. Una parte del lavoro
si e` concentrata anche sulla qualificazione dei disturbi ambientali, in particolar
modo per quanto riguarda le fluttuazioni del campo magnetico in prossimita`
della massa di test.
Nel breve periodo gli sviluppi principali riguarderanno l’integrazione sull’appa-
rato sperimentale del sensore capacitivo sviluppato per il pendolo ad un grado
di liberta`, con annessa elettronica di lettura ed attuazione. E` allo studio anche
l’ipotesi di dotare il sistema di un ulteriore stadio di attuazione al livello della
crociera. A regime la sospensione dovrebbe permetterci di testare gran parte
degli accoppiamenti elettrostatici tra sensore e massa di test, le fonti di rumore
principali, compreso il rumore newtoniano e soprattutto accoppiamenti spuri
tra gradi di liberta` che non possono essere osservati con il singolo pendolo di
torsione. In particolare avendo a disposizione 2 gradi di liberta` morbidi sara`
anche possibile iniziare a verificare anche le leggi di controllo previste in volo
per correggere la posizione del satellite rispetto alla massa di test. Fonda-
mentale per la riuscita dell’esperimento sara` riuscire a tenere sotto controllo
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Figura 7.14: Disegno schematico di una possibile sospensione per disaccoppi-
are dal’ambiente una massa di test su 3 gradi di liberta`: i 2 gradi di liberta`
traslazionali orizzontali e la rotazione attorno all’asse verticale.
i disturbi ambientali che in vario modo si accoppiano con i gradi di liberta`
morbidi della massa di test: quando non sara` possibile una attenuazione di-
retta dei disturbi, compatibile con le nostre richieste, sara` necessario riuscire
a modellare le funzioni di trasferimento per queste fonti di rumore in modo
da sottrarne gli effetti in fase di analisi dei dati. Su piu` lungo periodo l’alles-
timento sperimentale potrebbe rivelarsi adatto ad ospitare anche altri tipi di
sospensione. In particolare sembra promettente l’idea di realizzare un triplo
pendolo di torsione che sarebbe in grado di disaccoppaire la massa di test su
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tutti e 3 i gradi di liberta` che non coinvolgono direttamente l’accelerazione
di gravita`: la rotazione di due fibre di torsione, attraverso opportuni bracci,
assicurerebbe il disaccoppiamento dei gradi di liberta` traslazionali orizzontali,
mentre la rotazione di una terza fibra di torsione fornirebbe il solito disaccop-
piamento del grado di liberta` rotazionale verticale. Uno schema di principio
di questa sospensione e` riportato in Fig. (7.14)
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